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RESUMEN

El uso comun de simplificaciones y/o suposiciones en modelos estructurales
pueden reducir la precision de los resultados. Este problema ha llevado al desarrollo
de técnicas de ajuste de modelos deterministas que, a partir de datos experimentales,
buscan un valor numérico que represente una estimacion razonable del parametro de
interés y minimice el error entre la respuesta del modelo y la estructura real. Sin
embargo, un enfoque estadistico proporciona una estimacién que tiene en cuenta su
incertidumbre asociada. En este trabajo se presenta una vision general de los métodos
de inferencia bayesiana para el ajuste paramétrico de modelos estructurales y la
cuantificacion de su incertidumbre. Ademas, se demuestra la importancia de su
implementacion en la calibracion de modelos estructurales a partir de ensayos de
analisis modal para la estimacion de propiedades dinamicas. Estas propiedades
dindmicas son utilizadas para inferir tanto las caracteristicas geométricas de los
elementos estructurales como los materiales que los conforman y su incertidumbre
asociada.

ABSTRACT

The common use of simplifications and/or assumptions in structural models can reduce
the accuracy of the results. This problem has led to the development of deterministic
model fitting techniques that, from experimental data, seek a numerical value that
represents a reasonable estimate of the parameter of interest and minimizes the error
between the model response and the actual structure. However, a statistical approach
provides an estimate that takes into account its associated uncertainty. This paper
presents an overview of Bayesian inference methods for parametric fitting of structural
models and quantification of their uncertainty. In addition, the importance of their
implementation in the calibration of structural models from modal analysis tests for the
estimation of dynamic properties is demonstrated. These dynamic properties are used
to infer both the geometrical characteristics of the structural elements and the materials
that form them and their associated uncertainty.
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INTRODUCCION

La ingenieria estructural, desde sus inicios, ha basado ampliamente sus
investigaciones y avances teoricos en la modelacion de sistemas complejos. Esta
modelacidon se hace a través de representaciones matematicas de los elementos y
materiales, con el fin de obtener una prediccion de su comportamiento ante diferentes
demandas. Con el desarrollo de la computacion moderna, estos modelos estructurales
han permitido predecir el comportamiento de estructuras de un nivel de complejidad
alto en un tiempo reducido respecto a los métodos manuales.

Sin embargo, aun se hacen suposiciones y simplificaciones, debido a la base tedrica
con la que se realiza la mayor parte del modelado y el disefio estructural actual.
Ademas, con este tipo de modelos, llamados deterministas, no es posible representar
la variabilidad paramétrica de los materiales, las dimensiones y las condiciones a las
que estara sometida la estructura real. Esto causa una vision limitada a la hora de
analizar resultados. Esta aproximacion al problema se aleja del objetivo principal con
el que fueron creados estos, ya que no se analiza una de las dimensiones mas
influyentes en una representacion de la realidad, que es la incertidumbre asociada a
los parametros.

La estadistica inferencial propone una solucion al problema de la aproximacion
determinista, a través de generacién de modelos en la que sus resultados se dan de
manera probabilistica. Asi se puede saber numéricamente, qué tan precisas son las
salidas del modelo, sacar conclusiones basadas en porcentajes y tomar decisiones en
disefios mas seguros e investigaciones mas fiables.

El objetivo de ajustar este tipo de modelos estructurales tanto como se pueda a la
realidad constituye, en la actualidad, una de las principales asignaturas pendientes. El
uso de algoritmos computacionales con el fin de ajustar de manera automatica los
modelos de elementos se convierte en una practica cada vez mas comun. Sin
embargo, el creciente uso de la inteligencia artificial en la ingenieria sugiere que su
utilidad se puede extender también al ajuste de modelos, especificamente la rama del
machine learning, que es la rama que se basa en la idea de que los sistemas pueden
aprender de un conjunto de datos, identificar patrones y tomar decisiones con minima
intervencién humana.

Los modelos basados en analisis bayesianos (funciones de distribucion de
probabilidad, métodos de Monte Carlo basado en cadenas de Markov (MCMC),
inteligencia artificial, etc.) se visualizan como la aproximacién mas efectiva en cuanto
la simulacion cuantificable y precisa de la realidad que se esta buscando. Los modelos
virtuales, en general, se crean como respuesta a una problematica en cuanto a los
costos y la complejidad de realizar pruebas en elementos reales, por lo que tener
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modelos probabilisticos, con una mejor aproximacion a la realidad permite ahorrar,
incluso ganando calidad en las decisiones con base en los resultados que se
obtendran.

INFERENCIA BAYESIANA

La inferencia bayesiana es un método de inferencia estadistica en el que se utiliza el
teorema de Bayes para actualizar la probabilidad de una hipétesis a medida que se
dispone de mas pruebas. La inferencia bayesiana es especialmente importante en el
analisis dinamico de una secuencia de datos. En este estudio se emplea la inferencia
bayesiana como enfoque principal para resolver problemas de ingenieria inversa 2.

El principio esencial de la inferencia bayesiana es que la parametrizacion del modelo
matematico se representa como variables aleatorias con funciones de distribucién de
probabilidad conjuntas. Esta aleatoriedad puede considerarse como la variabilidad de
los parametros en relacion con la incertidumbre de los valores reales 3. El problema
de ingenieria inversa se resuelve determinando una distribucion de probabilidad que
incorpora todos los instrumentos, la medicion, el modelo matematico y la informacion
previa. La distribucion posterior describe el grado de confianza en el parametro
estimado en funcién de la incertidumbre asociada a la medicion, el modelo, el error
humano y otros factores 4.

PROBLEMAS DE INGENIERIA INVERSA

Los problemas de ingenieria inversa son aquellos en los que se descubre un atributo
desconocido de un sistema o un medio observando su reaccion a un estimulo
conocido. El concepto de problemas de ingenieria inversa se establecid con la
evaluacion no destructiva como motivacion. Los enfoques de inferencia estadistica
abordan el problema inverso de forma sistematica, teniendo en cuenta toda la
informacion previa relevante, utilizan variables aleatorias para relacionar los datos
observados d con un conjunto de parametros del modelo 0 y puede formularse como:

n(d|0) - () (1)

n(0|d) = d)

donde m(d|@) se denomina funcion de verosimilitud y explica la probabilidad de
observar los datos experimentales d dados los parametros del modelo 6, m(0)
representa el conocimiento previo disponible sobre los parametros desconocidos del
modelo 0, m(d) es una constante normalizadora llamada evidencia, y w(0|d) es la
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distribucion posterior, que es la solucién del problema inverso, ya que explica los
valores 8 pueden tomar para explicar los datos observados d.

JUSTIFICACION

La determinacion del comportamiento estatico-dinamico de una estructura bajo una
carga determinada es un tema fundamental de la investigacién en disefio estructural,
asi como el seguimiento de la salud estructural de lo ya construido. En este estudio
se desarrollo un programa de ajuste aplicado a la modelizacion por elementos finitos
(EF) con el objetivo de representar el comportamiento real de una estructura y
parametrizarlo de manera 6ptima. La consideracion de la anisotropia y la irregularidad
en los elementos estructurales que se utiliza comunmente en la creacion de modelos
matematicos, causan propagacién de incertidumbre paramétrica, la cual requiere
especial atencién cuando se desean utilizar modelos no deterministas. La metodologia
de ajuste a partir de inferencia Bayesiana sera implementada y explicada usando un
portico de tres niveles cuyas variables de entrada son el médulo de elasticidad (E) y
la masa (m) como el mostrado en la Fig. 1.
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Figura 1. Portico a cortante de tres niveles en dos dimensiones

En general, se suelen utilizar modelos deterministas, aquellos que produciran siempre
la misma salida unica a partir de las mismas condiciones de partida o estado inicial,
porque requieren menos calculos para llegar a una respuesta. A diferencia de los
modelos estocasticos o probabilisticos, que dependeran de una componente aleatoria
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en muchos casos, 0, en el caso que se trabajara en esta tesis, dependeran de la
incertidumbre inherente al material de construccién, que vendra determinada por una
serie de ensayos ya realizados.

Por otro lado, en el ambito de la evaluacion e identificacion de dafios en la
monitorizacion de la salud estructural, el ajuste bayesiano del modelo de elementos
finitos (EF) se convierte en una aproximacion atractiva, ya que, se estudia un método
de calibracion de los modelos de EF basado en la Inferencia Bayesiana y el Método
de Montecarlo basado en cadenas de Markov, que permite, mediante algoritmos de
inteligencia artificial, evaluar la respuesta de la estructura, dado algun nivel de dafo.
Esta es sblo una de las aplicaciones que se le pueden dar a los algoritmos de
inteligencia artificial, aplicados al ajuste de estructuras reales, que, si se mejoran los
resultados del tiempo de ajuste, pueden convertirse en una alternativa para los
ingenieros de estructuras, dada la cantidad de informacion previa que se puede
agregar experimentalmente, asi como la cantidad de informacion que entrega el
modelo una vez ajustado sobre su comportamiento real.

RESULTADOS

En este caso, a partir de datos experimentales de analisis modal creados con el
modelo matematico y cierto nivel de ruido, se realizd un ajuste de los parametros de
entrada haciendo uso de un codigo en Python. La distribucion prior utilizada para cada
uno de los parametros del modelo, mx y E, son mostradas en las figuras 2 y 3,
respectivamente. Para el parametro de masa (mx) fue utilizada como prior una
distribucion uniforme con limites en 0.10 y 0.15 slugs, mientras que para el parametro
de mddulo de elasticidad (E) se optd por una distribucion normal con valores de
promedio y desviacion estandar de 30000.0 ksi y 5000.0 ksi, respectivamente.
Ademas, se muestra una comparacion de esta distribucion previa con las obtenidas
una vez el modelo de elementos finitos fue ajustado (posterior).

En la Fig. 4, se puede observar el muestreo y la creacion de la tendencia que
finalmente llevaria a obtener la distribucién posterior que se buscaba. En la Fig. 5, se
puede verificar correlacion entre las variables de entrada una vez ajustadas, que, en
este caso, muestra una clara correlacion positiva entre los parametros.
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Figura 2. Comparacion entre las distribuciones Prior y Posterior para el parametro
mx en el modelo de elementos finitos
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Figura 3. Comparacion entre las distribuciones Prior y Posterior para el parametro E
en el modelo de elementos finitos
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Figura 4. Trazado del ajuste de los parametros de entrada (Izq.). Funciones de
densidad de probabilidad posterior de los parametros de entrada (Der.).
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Figura 5. Representacion gréfica de la correlacion entre las distribuciones
posteriores de los parametros ajustados

Estos resultados son reproducibles en modelos estructurales mucho mas complejos,
de tres dimensiones y con muchos mas grados de libertad. Ademas de poderse
obtener mucha mas informacién, como los intervalos de confianza, que nos darian un
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margen numeérico porcentual de seguridad basado en la cuantificacion de la
incertidumbre, y no en el desconocimiento como el tradicional factor de seguridad.

APLICABILIDAD EN UNA ESTRUCTURA REAL

A partir de un modelo en elementos finitos de un edificio de cinco pisos en California
(Fig. 5), sus datos experimentales de modos de vibracién y frecuencia asociadas, se
aplican métodos de optimizacion bayesiana de modelos y ajuste de resultados
basados en algoritmos de inteligencia artificial, principalmente en Python, mas
especificamente en BILBY, que es la libreria de Python enfocada en la creacién de
modelos de inteligencia artificial. La finalidad es desarrollar documentacion a partir de
una investigacion acerca de la eficiencia y efectividad de estos algoritmos en el ajuste
de modelos estructurales respecto a los que se utilizan actualmente.

Figura 5. Edificacion de cinco niveles construido para investigacion en el campus de
la Universidad de California, sede San Diego
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Figura 6. Instrumentacion de la edificacion de cinco niveles construido para
investigacion en el campus de la Universidad de California, sede San Diego

En la figura 6 se muestra la posicidn de los acelerometros que fueron instalados en la
estructura para obtener informacion de los desplazamientos en los grados de libertad
mostrados. Aquellos grados de libertad fueron los que se utilizaron como salida del
modelo de elementos finitos correspondiente, de tal manera que los resultados
obtenidos experimentalmente y del modelo computacional fuesen comparables.

El modelo de elementos finitos se construyd haciendo uso de un software desarrollado
por la Universidad de Berkeley llamado Opensees, en su version soportada en Python,
llamada Openseespy. El modelo fue definido con un parametro de entrada, el médulo
de elasticidad de las vigas. A este parametro de entrada es necesario incluirle una
distribucion previa basado en la evidencia y la experiencia del evaluador que funcione
como punto de partida para el ajuste (ver Figura 6). En este caso, la distribucién prior,
se definié como una normal con media igual a 40,000 MPa y una desviacion estandar
de 10,000 MPa, valores definidos segun la literatura®.

La salida del modelo se asign6 como un vector de 63x1, en el que los primeros tres
valores corresponden a las frecuencias asociadas a los modos de vibracion y los
siguientes 60 elementos del vector corresponden a coordenadas modales de esos tres
mismos modos, 20 coordenadas modales por cada modo de vibracion. Los datos
experimentales y el detalle de los ensayos realizados para su obtencién se encuentran
documentados en Chen et. Al, 2016 ©.
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La funcién a optimizar se conoce como el likelihood de la distribucién y se define como
se muestra en la Ec. 2. Donde p y x son los vectores de frecuencias y coordenadas
modales experimentales y resultantes del modelo matematico respectivamente,
ambos correspondientes a los tres primeros modos de vibracion, p es la dimension de
la distribucion normal, W es la matriz de peso, 2 es el determinante de la matriz de
covarianza Z y ' es la inversa de la matriz de covarianza, también llamada matriz de
precision.

O(x) = (i)?"/2|Z|_1/20(—%(-‘13—u}"5 W (z—p)) (2)

27

donde x es el vector del set de parametros obtenidos del modelo matematico, u es el
vector del set de parametros experimentales, p es la dimensionalidad del modelo, W
es la matriz de peso, || denota el determinante de la matriz de varianza-covarianza y
21 es la inversa de la matriz de covarianza. Esta distribucion tomara valores maximos
cuando el vector x sea igual al vector medio y, y disminuira alrededor de ese maximo,
siguiendo una forma normal o gaussiana clasica.

El objetivo del ajuste del modelo matematico de la estructura es estimar valor de
modulo de elasticidad de las vigas que maximice la funcion definida anteriormente. En
el presente caso, la dimensionalidad del modelo de elementos finitos (p) es 1, y la
matriz de peso (W) se asigné como se muestra a continuacion:
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con el objetivo de darle mayor importancia a las frecuencias asociadas a los modos
de vibracion que a las coordenadas modales. Las estimaciones se realizaron
utilizando un muestreador de conjunto de cadena de Markov Monte Carlo (MCMC). A
continuacion, se muestran los resultados:

le~11 le-11
40

Figura 7. Funcion de densidad de probabilidad prior y posterior en del modulo de
elasticidad de las vigas en Pa.

La distribucién posterior obtenida del médulo de elasticidad de las vigas del modelo
de elementos finitos corresponde a distribuciones similares a formas normales sin
sesgos claros, es decir, distribuciones aproximadamente simétricas. Sin embargo,
debido a la distribucion prior utilizada, los valores esperados no son los obtenidos,
estan por debajo de lo estimado, lo que no permite la correcta visualizacion de estos.
Este resultado es interesante debido a que se puede estudiar a profundidad como
varian los parametros de entrada y la incertidumbre asociada a estos en un modelo
de elementos finitos, en este caso, pero que puede ser generalizado a cualquier tipo
de modelo.

DISCUSION

La presencia de incertidumbres sustanciales en la modelizacién sugiere que, al
resolver problemas inversos en la identificacion de sistemas estructurales, el objetivo
no debe limitarse a la busqueda de un unico vector de parametros "6ptimos". En lugar
de ello, se deberia intentar describir la familia de todos los valores posibles de los
parametros del modelo sobre la base de los datos disponibles. La inferencia bayesiana
proporciona un instrumento general, racional y robusto que es capaz de manejar la
dificultad de las soluciones no Unicas °. Ademas, esta metodologia trata el problema
de la estimacion de parametros utilizando el teorema de Bayes para determinar la
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distribucion posterior del vector del parametro con base en los datos disponibles. La
probabilidad en la perspectiva bayesiana representa un grado de verosimilitud de una
proposicion incierta condicionada a la informacion declarada 7. La proposicion puede
referirse a eventos, parametros del modelo estructural o incluso al propio modelo. La
distribucion posterior, por lo tanto, cuantifica la plausibilidad relativa actualizada de los
diferentes valores de los parametros del modelo sobre la base de la informacion
incompleta disponible. De manera similar, la distribucion de probabilidad posterior
obtenida del teorema de Bayes a nivel de clase del modelo puede utilizarse para
cuantificar la plausibilidad de cada clase del modelo dentro de un conjunto de clases
candidatas del modelo por su coherencia tanto con los datos observados como con la
informacion previa 8.

CONCLUSIONES

Gracias a las investigaciones realizadas y descritas en este articulo, se pudo poner
en practica una metodologia de ajuste de modelos estructurales que emplea la
inferencia bayesiana. Los modelos de elementos finitos pueden ajustarse con varios
parametros utilizando el algoritmo creado para este estudio, estimando el nivel de
incertidumbre relacionado con cada una de las variables de entrada.

Cuando se trata de un modelo multivariable, las funciones de densidad de probabilidad
de los parametros de entrada, asi como las correlaciones entre ellos, se determinaron
mediante el uso de esta tecnologia. A diferencia de una medida de correlacion directa
entre variables deterministas, como la K. Pearson, la medicion de estas correlaciones
entre parametros estocasticos ofrece informacion sobre el nivel de dependencia que
existe entre estas variables.

Los ajustes posteriores producidos a partir de los parametros de entrada del modelo
de elementos finitos corresponden a distribuciones que son aproximadamente
simétricas y se asemejan a formas normales sin sesgos evidentes. En los casos
revisados, tanto el aplicado a una estructura real como el poértico a cortante, las
distribuciones posteriores poseen una desviacion estandar menor respecto a las
distribuciones prior, es decir, al final, la incertidumbre asociada a aquellos parametros
es menor de la esperada.
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