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RESUMEN

Los modelos variacionales phase field de fisuracion son modelos que han recibido
creciente atencion como modelos de aproximaciéon a la fractura, ya que pueden
reproducir patrones de fisuracidon complejos, el inicio de la fisuracion y su propagacion,
sin la necesidad de predefinir defectos iniciales y caminos de fisuracion.

En el presente trabajo deduciremos la formulacion variacional de un modelo
gradiente de dafo anisétropo con comportamiento diferente en traccion y compresion
y un potencial de disipacién dependiente del estado, mediante la aplicacién de la
formulacion energética. En dicha formulacion, se asume que la propagacion de la
fisura se obtiene de la evolucidn cuasi estatica de los minimos globales del funcional
energético que tiene en cuenta tanto la energia de almacenada elastica como la
energia de disipacién asociada con la evolucién de f.

Para la validacion de la presente formulacién, se resuelven dos problemas de
referencia en 3D: el ensayo de una viga de mortero a flexion simétrica y el ensayo de
una estructura de hormigén en forma de L. Los resultados numéricos se comparan
finalmente con los obtenidos experimentalmente.

ABSTRACT

Variational phase field models of fracture have received increased attention as
approximation models of fracture given that they can handle evolution of complex crack
patterns, crack initiation and propagation without initial defects and prescribed crack
paths and can be implemented without any particular consideration of what the crack
pattern will be. We will derive a variational formulation for an anisotropic gradient
damage model with different behavior at traction and compression and a state--
dependent dissipation potential by applying the energetic formulation. In such
formulation, it is assumed that crack propagation is described by the quasistatic
evolution of global minimizers of the energetic functional which accounts for the stored
elastic energy and the dissipation associated with the variation of . We validate our
formulation with two 3D-benchmark problems: a three-point symmetric mortar beam
and an L-shaped concrete structure, by comparing the numerical results with the
experimental ones.
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1. INTRODUCCION

Las fisuras en un elemento estructural pueden interpretarse como superficies
donde el campo de desplazamientos puede ser discontinuo. La mecanica de la
fractura estudia la nucleacién y propagacién de las fisuras dentro de un sélido. Los
modelos variacionales phase field para fractura han recibido considerable y creciente
atencion como modelos de aproximacion a la fractura a partir de los trabajos de [1,2]
donde el concepto clasico de Giriffith de tasa critica de liberacion de energia es
reemplazada por el principio de minima energia, permitiendo capturar aspectos
caracteristicos del proceso de fractura.

En las formulaciones variacionales las fisuras vienen representadas por una
variable continua, llamada variable phase field, la cual puede identificarse con la
variable \beta de dafo que describe las fases dafiadas y no dafiadas. Su propagaciéon
sin embargo se describe mediante la evolucién cuasi-estatica de los puntos criticos
de un funcional energético que tiene en cuenta de la energia elastica de deformacion
0 acumulada y la disipacion asociada con la variacién de 3. Formulaciones phasefield
pueden manejar la evolucion de patrones complejos de fisuracién, pueden tener en
cuenta el inicio de la fisuracidon y propagacion sin defectos iniciales y un camino de
fisuracion preestablecido y puede implementarse sin consideracion particular de como
sera el patron de fisuracion. Ello es debido a que lo que se busca son puntos criticos
de funcionales definidos sobre espacios de Sobolev, los cuales pueden faciimente
discretizarse mediante espacios estandar de elementos finitos [3] y la iniciacion y
propagacion resulta de la competicion entre términos energéticos diferentes. La
formulacién variacional puede derivarse facilmente utilizando el marco teérico general
de la formulacién energética propuesta por Mielke et al. [4] define al minimo global
como punto critico que debe considerarse para describir el proceso de evolucion.

Desde el punto de vista numérico, el calculo de minimos globales del funcional
energético discreto, es separadamente convexo en el campo de desplazamientos u y
en el campo de la variable de dafio . Como el problema es no convexo, las
ecuaciones de Euler—Lagrange representan solo condiciones de estacionariedad, por
lo tanto, su satisfaccion no puede garantizar la optimalidad global de la solucion
alcanzada.

En este trabajo presentamos la formulacién energética, las condiciones de
optimalidad adicionales de las soluciones energéticas discretas que tienen la forma
de dos desigualdades energéticas [9], y la correspondiente estrategia numérica para
simular el modelo de dafo anisétropo phasefield, caracterizado por un
comportamiento distinto en tensiéon y en compresion, con una funcién de degradacion
dependiente del estado. Para asegurar que las soluciones energéticas discretas
obtenidas verifican las condiciones adicionales de globalidad, la estrategia
computacional que se desarrolla es consistente con el paradigma de modelacion de
evolucion a lo largo de minimizadores globales, para lo cual aplicamos la estrategia
de backtracking en el contexto de minimizacién alternada del funcional energético
separadamente convexo.
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Luego de esta breve introduccién, en la siguiente seccidn se presenta la
formulacién energética del modelo phasefield de fractura continua y luego la
aproximacién discreta, conjuntamente a los limites energéticos de la solucion
energética discreta, obtenidos gracias a la propiedad de optimalidad global. La
Seccién 3 describe el algoritmo de optimizacion energética, las ecuaciones discretas
de elementos finitos y el algoritmo de backtracking utilizado en la estrategia.
Finalmente, en la Seccion 4 se muestran las aplicaciones del procedimiento completo
para la solucién de problemas en 3d. Los resultados se comparan con los obtenidos
sin el backtracking y con resultados experimentales.

2. FORMULACION ENERGETICA

En esta seccion presentamos la formulacion continua y discreta de la formulacion
energética de modelos phasefield de fractura.

2.1 Notacion y suposiciones basicas.

Sea ) c R", con n = 1,2,3, un dominio abierto acotado, el cual tomamos como
configuracién de referencia de un cuerpo homogéneo de material fragil. Denotamos
con 01 el contorno del dominio , y asumimos que 01} se divide en dos partes: un
contorno de Dirichlet 0Qp y el restante contorno de Neumann 9dQy = 0Q\dQp
donde los desplazamientos w y tensiones t estan prescriptas, respectivamente. El
contorno 01 es tal que la normal exterior n puede definirse casi en todo el contorno
Q. Asumimos que el campo de desplazamientos u es pequefo y que el sistema
lleva a cabo una evolucion cuasi-estatica isotérmica sobre el intervalo de interés
[0,T],T >0 y una temperatura uniforme en Q. El estado del sistema esta
caracterizado por: la deformacion lineal £(u) = Vou := (Vu + Vu’)/2, donde V
denota el operador gradiente, y las variables adicionales que introduciremos para
captar los efectos de microfisuras en el punto material sobre las propiedades
macroscopicas. Como variables adicionales consideramos la variable de campo de
dano y su gradiente V. La variable de campo [ puede tomar valores en [0,1] con
B = 0 cuando el material no esta dafiado y $ = 1 para el material completamente
dafado, es decir cuando no resiste tension alguna. El gradiente VB se introduce
para tener en cuenta la influencia del dafo en un punto con dafio en su entorno.

Para definir el marco donde se formulara nuestro modelo, introducimos los
espacios de Sobolev estandar W1 *(Q; R™) y H'(Q; R™) de funciones definidas en
Q con valores en R, n = 1,2,3. Denotamos con V c H'(Q; R") el espacio de todos
los campos de desplazamientos que generan campos de deformaciones
compatibles, con V,, c V el espacio afin de campos cinematicamente admisibles,
es decir, para cualquier t € [0,T], u(:,t) € V tal que u = w en 09, en el sentido de
la traza, y VpocV el espacio lineal de campos de desplazamientos
cinematicamente admisibles, es decir, el espacio de campos de desplazamientos
up, que verifican las condiciones de borde cinematicas homogéneas en 0Qp, es
decir up, = 0 en 0Qp. Introducimos entonces el espacio lineal del campo de dafio
B={y e Wr*(Q;R"):Vy -n = 0en dQp}
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2.2 Formulacion continua

La teoria energética desarrollada en [4] se aplica a modelos estandar generalizados
que son independientes de la velocidad. Las leyes de estado y de evolucion de
aquellos materiales se definen en términos de solo dos potenciales ¥y ¢[6,7,8], con
¢ no-negativa, convexa, y positivamente homogénea con respecto a las variables de
evolucién. De acuerdo con esta teoria, las ecuaciones que gobiernan pueden
describirse en términos del funcional de energia almacenada € y la distancia de
disipacion D.

El funcional de energia de almacenada €:[0,T] XV, X B >Ru{w}esta definido
por

1
E(t,z,B) =f (e, B)dx — (£(t), z) ™
Q

donde €=V z y el par (,-) es la forma lineal del trabajo de fuerzas externas
dependientes de tiempo dado por

2
(£(t),z) = f f(x,t) z(x, t)dx + fa t(s,t)- z(s,t)ds )
Q

QN

La distancia de disipacion D. B x 8 ->R* U{w} esta dado por

(o, ) = ot { |

donde R: Bx B ->R* U{w} se refiere al funcional de disipacion y esta relacionado al
potencial de disipacién via

1 ) 3
R (B(s),4()) ds: B0) = o, (1) = ﬁl} (3)

%80 = o (56)4)dx @

Comentario 1: El funcional R es no-negativo debido a la definicion de ¢(8,8) que
escribimos a continuacion.

Nos referimos a (V, x B,€,D) como un Sistema Energético Independiente de la
velocidad [4] dado que su especificacidn define completamente la evolucion del
modelo en términos de dos condiciones energéticas globales: una condicion de
balance energético (E) y una condicién de estabilidad (S).
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Definicién 1: Decimos que para cualquier t € [0, T], (z(-,t),5(-,t)) € V, X B esuna
solucién energética del sistema (V, x 8B,€,D), si paratodo t € [0,T], se verifican las
siguientes dos condiciones

€(t,z(, 1), B¢, 1)) + D(BC). BC. D)) (E)
= S(O,z(- ,0), B(: ,O)) +f0 % (T,Z(-,T),[)’(-,T))dr
V(zB) eV, x B, £(t,z(,t), (1) < €(t,%,5) + :o(p‘,ﬁ(-, t)) (S)

Consideramos aqui un modelo elastico con dafio acoplado definido
mediante los potenciales

£
V(e f) =9 +K ¥ O+ ¥ O+ wpr v i), O

& (6.8) =286+ 1a+(B). (5b)

Donde I+ es la funcién indicador del conjunto R* y esta definida por Ix+(x) = 0 si
x € R* yIg+(x) = +oo six ¢ R*. Usamos la notacion R* = {x € R:x > 0} y denotamos
con g(B) la funcion real de degradacion la asumimos que decrece con 3, convexa y
lipschitziana tal que g(0)=1y g(1) = 0. Mas aun, k es un parametro pequefo positivo
que excluye el dafo completo asegurando una rigidez artificial residual de la fase
completamente dafada g = 1. El simbolo g. es la energia de fractura mientras £ > 0
tiene dimensién de longitud y controla el ancho de la zona de transicion de . Este
parametro se identifica como el parametro de regularizacion del modelo variacional de
la fractura. Finalmente, ¥ y ¥, constituyen las partes de ‘traccion’ y ‘compresion’ de
la densidad de energia elastica definidas como sigue:

w7 (e) = %(trs)i +uet: et % (e) = %(trs)z_ +ue e

con 1y ulas constantes elasticas de Lamé, et =Y3_ ()1 n, ®n,, &, yn, (a=
1,2,3) las deformaciones principales y direcciones principales de deformacion,
respectivamente, y x € R, (x), = (x + [x])/2.

ParageBtalque f=>0enQyparate([0,T],y0<p <1 en Q laformulacién
energética definida para los potenciales (5) se obtiene definiendo los siguientes
funcionales

£ 6
eenp) = | [@® +0 % @+ % @+ Lo ax- 0.2 o
Q

(g (6b)
n(s.0)= | b,

La relacion de la teoria energética con las teorias desarrolladas por [9,10] podemos
encontrarla en [9,12].

A continuacién, para cualquier t € [0,T], vamos a expresar cualquier campo de
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desplazamiento admisible z(x, t) de V,, como la suma de un elemento fijo de V,, , por
ejemplo la extension u, de w, y elementos u de V, , , es decir escribimos

z(x,t) =up(x,t) +ulx,t)

Como resultado, para describir el funcional de energia almacenada también
usaremos la notacién E(t,up +u,f) donde wu;, significando que estamos
considerando extension fija de la condicion de Dirichlet.

2.3 Minimizacion incremental

Los problemas de minimizacién incremental en el tiempo asociados con el sistema
energético independiente de la velocidad (1) y (3) estan dados por

Problema 1

Sea P={0=ty...ty=T}L,NEN

Paran=0,..,N—1

Dada las cargas externas: €(t, 1 ) ¢.b. Neumann
Up i1 () =w(x, tyy, ) endQp  c.b. Dirichlet

Estado del sistema en t,: [, € B

Encontrar (up1,Bn+1) € Voo X B tal que minimice

F(tne1,u, B Bn) = E(tns1, u, B) + D(Bn, B) (7)
Sujeto a
0<pps1=1 (8a)
Br+1 = B (8b)

En la notaciéon de (7) y teniendo en cuenta para (5a), sea R(B) = g(B) + k, tenemos
las siguientes expresiones de los funcionales £y D ,

e(t,u,p) = [, R(B) 24 (s(um + u)) dx+ [, % (s(uD,t + u)) dx + 9)
Jq gTC{’Vﬁ VB dx —(£(t),up, +u) ,parat € P, u €V,

y
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9oy oo (10)
0 (B B) € BXB DB = [ LoBi-pDax+ [ 1arh - p) ax
Q Q

Comentario 2: La unicidad de minimizadores no esta garantizada dado que el
funcional (7) es no convexo . Tampoco podemos descartar la presencia de
soluciones locales en el sentido de la Definicion 1. Si consideramos las ecuaciones
de Euler-Lagrange del funcional (7), obtenemos la forma débil del problema
incremental de valores al contorno. Ello justifica el planteo del Problema 1 como la
formulacién de un problema de minimizacion. Por lo cual podemos escribir

Proposicion 1: Si (u,,,4, B,,+1) resuelve el Problema 1, entonces (u,,,4, f,,+1)€S UNa
solucion local de modelos (5), es decir (1,41, Bnt1) resuelve (12)

Sea (U441, Bn+1) Un solucion del Problema 1. Entonces (u,41, Brn+1) €S solucion de
las siguientes condiciones de estacionariedad

DE(ty+1,u, B)[v] + DD(B,, B)[v] =0 paratodov € Vp, (11a)

DE(tn+1,uw, By — Bl + DD(Bn, f)ly —B] 2 0 paratodoy € C (11b)

Denominamos C al conjunto convexo de soluciones admisibles para S
C={eB:B(x)e[01]enQy B = B,enQ} (12)

donde DF (t,,+1,u, B)[v] y DF(t,,+1,u, B)[ y] son las derivadas de Gateaux del
funcional F(t,,.1,u, B) con respecto a u y a 8, cuyas expresiones estan dadas a
continuacion

Dg(tn+1'ul ,B) [v]
= f [R(B) o} (e(w)) + a5 (e(W))]: (W) dx
Q
+ fn [R([)’) o} (s(uD,t)) + 0, (s(uD,t))]:e(v) dx (13)

dR v
DE(tpir,u, By] = Jﬂ a8 Y (s(u + uD,t))y dx +L gz VB - VB dx

DD(Bn, B)v] =0

DGO = | Gy dx
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2.4 Limites energéticos: Condiciones necesarias de optimizacion global

Las soluciones de problema de minimizacién incremental gozan de propiedades
adicionales, las cuales seran de utilidad para construir el algoritmo de retroceso o
backtracking. Dichas propiedades adicionales se deducen considerando el papel que
juegan (u,,q,Bn+1) como optimizadores globales del Problema 1 y en particular
manipulando la condiciones de estabilidad

Proposicion 2: Sea (u,1,fn+1) € Vpo X C solucion del Problema 1 para n =
0,...,N — 1. Entonces las siguientes desigualdades se verifican

E(tn+1, Uny1, Prr1) — En, Up, Br) + DB, Prs1) (14)
< g(tn+1l unl .Bn) - g(tn: unl .Bn) = UBn,n+1

g(tn+1' Upy1 ﬁn+1) - g(tn: Uy, ﬁn) + :D(ﬁn' ﬁn+1) (1 5)
> E(tns1 Unt1s Prr1) — En, Unsq, Prs1) = LBy ns1

Donde UB,,,+1 Y LBy ,+1 SON respectivamente los limites superior e inferior de la

expresion E(tp+1, Unt1, Brnr1) — E(Cn Un, Br) + D(Br, Brn+1). Detalles de la derivacion
de las correspondientes expresiones pueden encontrarse en [5].

3. ALGORITMO ALTERNADO DE MINIMIZACION

El método de alternado de minimizacién consiste en resolver separadamente y
secuencialmente la minimizacion del funcional (7) con respecto a las variables u y 8
sobre el conjunto V;, , y C, respectivamente, donde C es un conjunto convexo definido
en (12). Para cada intervalo de tiempo [t,, t,+1], producimos una secuencia
(#hs1,Brs1),.y donde cada término de la secuencia se obtiene resolviendo los

siguientes problemas de minimizacion
Seafl,,€Ci=0

Encontrar ul}t} € V,, tal que minimice F(tn41,u, Bhsq) (16a)
Encontrar 5t} € B tal que minimice F(tn.q, ubty, B; ) + %(p(ﬂ) (16b)
i—i+1

Este algoritmo de minimizacion se ha utilizado en por ejemplo [2,4].

Comentario 3: 2., representa el valor inicial adoptado de f para comenzar la
minimizacion alternada de F(t,.,,u, ) sobre V,, X C, mientras que B, se utiliza en
la definicion de (12) del conjunto convexo C de soluciones admisibles. En (16b) se
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resuelve un problema de minimizacién sin restricciones donde € >0y @(B — B,) =
fﬂ[ﬁ —,Bn]z_ dx es la funcion de penalizaciéon donde x € R, [x]_ = (x —|x|)/2 . En
efecto, tenemos que

w(ﬁ—ﬂn)=fn[ﬁ—ﬁn]3dx=0 SB-B =0 [B—Bl=05E> B

Como cada minimizacién de (16) es un problema de minimizacidon convexo sin
restricciones, las correspondientes condiciones de optimalidad, dadas por las
ecuaciones de Euler Lagrange, son también condiciones de minimo y esta dada por
la siguiente formulacion variacional

Parae>0.Seapl,,€C,i=0

Encontrar 't € V,, tal que
o 0 (£(uit), Bia): ) dx = — [, 0 (£(tpnen), Bhas): £0) dx (172)
paratodov € Vp

Encontrar 5%} € 8 tal que

dRr
fQ @

, Ge o
Bkl l/)(-l)— (g(uilt'll + uD,n+1)) y dx + Q 76[;;144—-11 y dx
n+1

+ [y 9tVBEL - Vy dx+ 2 [ |83 - Bu] vdx paratodoy € (q7p)
i<i+1
Donde o (g, 8) = R(B) o (&) + a5 (£) con O'Oi = AUtre); 1 + 2pet .

3.1 Esquema completo de discretizacion

En esta seccion presentamos las ecuaciones discretas obtenidas mediante la
interpolacion de Elementos Finitos del desplazamiento y de la variable phasefield de
dafio. Luego describimos el algoritmo numérico que usamos para encontrar una
solucion aproximada a estas ecuaciones.

Discretizacion de elementos finitosLas ecuaciones discretas se obtienen
reemplazando los espacio afines dimensionalmente infinitos Vpo x B de las
funciones de prueba (u,B) y de las funciones de test (v,y) con subespacios afines
finitos dimensionalmente, los cuales aqui los tomamos como espacios de elementos
finitos. Denotemos entonces mediante N, y Ny las funciones de interpolacion o de
forma de u y B, respectivamente, mediante U, U, € R™ el grado de libertad de
desplazamiento de las funciones de test u € Vp, y de la funcion de extension up €
V) respectivamente y mediante A € R"# el grado de libertad del campo . Tenemos
las siguientes interpolaciones

u"()+uf(x) = N,(x)(U +Up) y B "(x) =Ng(x)A (18)
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Consecuentemente

eh(x) = Vau+Vauli(x) = B,(x)(U+Up) y VB"(x) = Be(x)A (19)

donde las matrices B, y By las cuales se obtienen diferenciando y combinando las
filas de las matrices N, y Ng, respectivamente.

Identificando con Qf un elemento genérico de la triangulacion 7", mediante x, ; el
it" punto de Gauss del elemento QO y ngp su numero, las formulaciones variacionales
discretas se re-escriben como un sistema no lineal algebraico de ecuaciones

Ru(tn+1: U' A) ngp

= 3 etdoBE e IR (W e} (Bul )0)
+ 05 (Bu(2e,)U) + R(Nj (x0)A) 03 (Bu(xe)Up) (20a)
+ 05 (Bu(*.,:)Up)] = 0

Rﬁ (tn+1v U' An)
ngp

= Z Z We,ije,iN;; (xe,i) {Z_Z Mgl ) l/)(-)'- (Bu(xell')(U
B\ Xe,i

Qherh i=1

1
FUp)) + 2N (xe)A+ = [Np () (A - 4,)]

] (20D)
+ gchﬁ(xe_i)Bﬁ(xe,i)A =0

Conw,; Y j. el pesoy valor del determinante del Jacobiano en el punto de Gauss
X, ; respectivamente.

Para cada intervalo de tiempo [t,,t,+1], consideramos la solucion de (20)
separadamente con respecto a U y a A como sigue

Parae>0.SeaA’eR™,i=0

Encontrar U+t € R™: R, (tp41, U1, A1) =0 (21a)
Encontrar A'*! € R™: Rp(U™1,4%;4,) =0 (21b)
i—i+1

Que representan las ecuaciones de elementos finitos de las condiciones de
estacionariedad para problemas de minimizacion alternada (6). Resolvemos para las
ecuaciones (21) aplicando un método de Newton consistente completo.
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3.2 Algoritmo backtracking

El algoritmo de backtracking utilizado en este trabajo es similar al utilizado en [2]
para problemas similares. La diferencia es que aqui utilizamos las desigualdades
energeéticas (14) y (15) las cuales son condiciones necesarias de optimo global para
nuestro problema. La aproximacion de elementos finitos de las estimaciones (14) y
(15) se escriben como sigue

< UB(tn41, Up, An) + 17

donde n es la tolerancia energética introducida para tener en cuenta la globalidad
aproximada de la solucién discreta. Las expresiones discretas de los términos
energéticos y de los limites inferior y superior, LB(t,, Uy+1,Ans1) Y UB(tpi1,Un, Ay),
respectivamente, que aparecen en (22) se obtienen de (14) y (15) teniendo en cuenta
(18) y (19) . La Figura 1 contiene los pasos necesarios para la implementacién de (22)
COMO un PoOSpProceso.

Cuando las estimaciones (22) resultan violadas por la solucion calculada,
retrocedemos a un intervalo de tiempo anterior ya calculado y recomenzamos la
minimizacién alternada (21) con un valor inicial de A correspondiente al del estado de
energia mas bajo.

do meet
the two-sided
inequality
Q do NOT meet

th-2 th-1
L L >
Un-3, An3 Un-2, An-2 Bounds not met by
Un-2, An-2 Un-h An-l (Un,An) and (Un+1,An+1)
th-2 th-1

v

Bounds not met by
(Un-1,An-1) and (U'n,A'n)

th+1

Un-2, A* | Bounds met by
Un-1, Ah-1| (Un-2,An-2) and (U'n-1,A’'n-1)

Figura 1. Algoritmo backtracking, utilizando minimizaciéon alternada con K=2. En
cada rectangulo/circulo mostramos el valor inicial y la soluciéon del problema
incremental
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4, EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccion, presentamos experimentos numéricos representativos para
ilustrar la performance de la formulacion energética y su procedimiento numeérico para
obtener las soluciones energéticas aproximadas. Los problemas que consideramos
son

(i) Ensayo a flexion simétrico en 3d
(ii) Ensayo panel-L en 3d

4.1 Ensayo viga a flexién simétrica 3D

Consideramos una viga 3D de la Figura 2(a) sujeta a flexion simétrica.
Comparamos nuestros resultados numéricos con los resultados obtenidos
experimentalmente. Las disposiciones geomeétricas del ensayo coinciden con las
especificaciones dadas en [11] y se muestran en la Figura 2. Las constantes elasticas
adoptadas son E = 39.0kN/mm? y v = 0.15, |la tasa critica de liberacion de energia (o
energia de fractura) g. = 0.04N/mmy la longitud interna £ = 15mm.
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Figura 2. Ensayo a flexion simétrico 3d (a) Datos geométricos. (b) Malla de
elementos finitos no estructurada

La malla de elementos finitos adoptada se muestra en la Figura 2(b) y esta formada
por 33824 elementos tetraédricos y 6601 nodos. Con el objeto de capturar el patron
de fisuracion apropiadamente, se ha refinado la malla en la region donde la fisura se
espera que se propague con una longitud de elemento finito caracteristica igual a h =
1mm = £/2. Los ensayos se realizaron aplicando incrementos controlados de
desplazamiento en el punto central de la viga de Aw = 10~3mm. Denominando F a la
fuerza reaccion en la condicion de borde no homogénea, ubicada en la cara superior
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de la viga, la curva carga F-desplazamiento w se muestra en la Figura 3, verificando
un buen ajuste con los resultados experimentales de [13]. La variacién deenergia total
de las soluciones calculadas mostradas en Figura 4 muestran que en este caso el
esquema estandar de minimizacion alternada es capaz de identificar las soluciones
energéticas cuando el dano comienza a aparecer sin recurrir a backtracking, dado que
las soluciones verifican las desiguadades energéticas. Ello ocurre debido a que los
limites son bastante amplios. Finalmente, Figura 5 muestra la distribucion de dafio en
la seccion transversal y = 420mm a distintos estadios de deformacion, los cuales
coinciden con la descripcién experimental.
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Figura 3. Ensayo a flexion simétrico 3d . Curva carga-desplazamiento asociada
con la evolucion de las soluciones energéticas aproximadas.
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Figura 4. Ensayo a flexion simétrico 3d. Resultados para Aw = 10"3mm (a)
Evolucion de: la energia total E(tyy1,Upi1,Ani1) + 200 D(A;A;41) = Opara i =
01,..,N—1 y (b) de la energia incremental £,,; — &, + Dyn4+1, €l limite inferior
LBy, n+1y €l limite superior UB,, 4+, de paran = 0,1, ..., N — 1.La aplicacion estandar de

minimizacion alternada identifica las soluciones energética sin necesidad de recurrir a
backtracking.
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w=0.171mm w = 0.291mm w = 0.591mm

Figura 5. Ensayo a flexion simétrico 3d. Distribucion de la variable phasefield de
dafio en y = 420mm con vistas 3d den lineas isodafio. Rojo oscuro corresponde a § =
1 — 6 con § = 10~° dado que estamos considerando un perfil de dafio parcial, mientras
que azul corresponde a material solido con 8 =0

4.2 Ensayo de un panel-L en 3D

Analizamos la propagacion de fisura de un panel-L de hormigoén y la habilidad de la
formulacién variacional de phasefield para describir patrones curvos de fisuracion. La
geometria y condiciones de borde se muestran en la Figura 6, detalles del ensayo
experimental pueden encontrarse en [14]. En la cara y=0, todos los puntos se
encuentran completamente restringidos (empotrados), mientras que sobre la linea x =
470mm, y = 250mm, 0 < z < 100mm los desplazamientos v v en la direccion y se
encuentran restringidos. Los restantes grados de libertad estan liberados.

250mm

y
X

I

I 250mm i 250mm
f T~ 7

Figura 6. Ensayo panel-L en 3d. (a) Datos geométricos. (b) Malla de elementos
finitos no estructurada

Las propiedades materiales del hormigon, dadas en [14], son el M6dulo de Young
E = 25.85kN /mm?, el coeficiente de Poisson v = 0.18, la tasa critica de liberacion de
energia g, = 0.095N/mm y la longitud interna £ = 20mm. En la Figura 6(b) se muestra
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la discretizacion espacial realizada con 44880 elementos tetraédricos de tres nodos
de donde resultan un total de 68470 nodos. Las simulaciones numéricas se llevaron a
cabo aplicando incrementos constantes de desplazamientos Av = 10~ 3mm. Figura 7
muestra las resultantes curvas carga—desplazamiento resultantes utilizando el
algoritmo backtracking y no utilizandolo. Notamos que se diferencian en un corto tramo
luego del pico. Los resultados se asemejan bastante bien con los obtenidos en la
literatura por [15,16] pero se diferencian de manera relevante si se los compara con
los resultados experimentales [14] en el valor pico y residual de carga aplicada.
Consideramos que esta diferencia en los resultados se debe al modelo cuasi fragil
elegido, el cual no tiene en cuenta deformaciones plasticas previas al dafio y por el
efecto de fuerzas cohesivas en las caras de la fisura como por ejemplo en [14]
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Figura 7. Ensayo panel-L en 3d. Curvas Carga- desplazamiento en el caso en que
se activa el algoritmo backtracking y sin activar el algoritmo backtracking.
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Figura 8. Ensayo panel-L en 3d. Resultados para Av = 10~3mm (a). Evolucién de:
la energia total E(tny1,Upyr,Ansy) + 500 D(AjAi,) =0para i=01,..,N—1.
Evolucién de la energia total sin backtracking (K=0) y con backtracking (K=10).
Evolucion de la energia incremental €, — &, + Dy, 41, del limite inferior LB,, ,.1y del

limite superior UB,, ,+1 para n=0,1,...,N —, (b) sin backtracking (K=0) y (c) con
backtracking (K=10).
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La confirmacién de dicho comportamiento se obtiene analizando la evolucién de la
energia total de las soluciones calculadas mostradas en la Figura 8. Las soluciones
calculadas con el método de minimizacién alternada sin backtracking, solo satisfacen
las desigualdades energéticas en la etapa inicial y final del ensayo. Se observa por lo
tanto que el método de minimizacion alternada es capaz de detectar un camino de
energia menor a lo largo de toda la evolucion al cual llamamos soluciones energéticas
aproximadas verifican las desigualdades energéticas. Figura 9 muestra la distribucion
de phasefield en el plano z = 50mm en diferentes etapas del desplazamiento v para
los dos esquemas numéricos verificando una evolucién mas rapida del dafio con el
algoritmo backtracking que cuando se lo compara con el esquema basico.
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Figura 9. Distribucion de la variable phasef/eld de dafio en y = 420mm con vistas 3d
den lineas isodafio. Rojo oscuro corresponde a f =1—6 con § = 107° dado que

estamos considerando un perfil de dafo parcial, mientras que azul corresponde a
material solido con f =0
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