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RESUMEN

En este articulo se analizan las vibraciones flexo-torsionales fuera del plano de vigas
de paredes delgadas y eje curvo acopladas a un gran numero de resonadores
periddicamente ubicados a lo largo de la longitud. Se demuestra que este tipo de
estructuras, denominadas localmente resonantes, presentan brechas de banda o
bandgaps definidas como rangos de frecuencias libres de resonancias. EI modelo
estructural se basa en la teoria de Vlasov generalizada para incorporar el efecto de
los resonadores mediante propiedades inerciales dependientes de la frecuencia de
excitacion. Se obtienen férmulas analiticas para la determinacion de los bandgaps y
se investigan las propiedades de atenuacion dentro de estas bandas mediante un
estudio de vibraciones forzadas.

ABSTRACT

In this paper, the flexural-torsional, out of plane, vibration of thin-walled curved beams
coupled with many resonators periodically attached along the length is analized. It is
demonstrated that these structures, called locally resonant structures, present
bandgaps defined as ranges of frequencies free of resonances. The structural model
is based on the Vlasov theory generalized in order to include the resonators effect by
means of sectional inertial properties depending on the excitation frequency. Analytical
formulas are obtained for determining the bandgaps and the attenuation properties
inside these bands are discussed by means of a forced vibration study.
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INTRODUCCION

En los ultimos afnos hubo un interés creciente en el desarrollo de materiales localmente
resonantes debido a su capacidad para atenuar vibraciones. Se trata de materiales
artificiales que consisten en una matriz que incorpora microresonadores distribuidos
de manera aproximadamente periddica’?3.

El mecanismo que hace posible la atenuacion de vibraciones u ondas acusticas es,
justamente, la vibracion interna de los microresonadores que actuan como
absorbedores dinamicos. Se han estudiado diferentes metodologias para la
fabricacion de tales materiales tales como tecnologia de fabricacion aditiva. Asimismo,
este concepto ha sido utilizado para la construccion de estructuras esbeltas
localmente resonantes constituidas por vigas o placas suportando una gran cantidad
de resonadores (0 absorbedores dinamicos) que pueden ser materializados con
metodologias constructivas relativamente simples*®f. Estas metaestructuras, o
estructuras localmente resonantes, encuentran aplicacion en diversas areas de
ingenieria mecanica y civil”. De hecho, la utilizacién de absorbedores dinamicos para
controlar vibraciones en estructuras esbeltas es una estrategia clasica en varias
aplicaciones tales como edificios altos, puentes esbeltos, sistemas de tuberias, etc.8°
La diferencia fundamental entre el enfoque clasico y el de estructura localmente
resonante tiene que ver con la cantidad de resonadores implementados en el sistema.
Es decir, el enfoque clasico utiliza uno o dos resonadores adecuadamente ubicados
de acuerdo al modo de vibracién que se desea atenuar mientras que en las estructuras
localmente resonantes se utilizan multiples resonadores distribuidos periodicamente.
Cada uno de estos multiples resonadores tiene una masa mucho menor que la de los
clasicos absorbedores de masa sintonizada, lo que puede resultar en ciertas ventajas
tales como disminucién de las cargas transmitidas por cada resonador a la estructura
principal, menor sensibilidad a la precision de la sintonizacion de los resonadores,
posibilidad de atenuar vibraciones asociadas a modos correspondientes a altas
frecuencias. Esta ultima ventaja hace que las estructuras localmente resonantes
encuentren aplicacion también en dispositivos de aislacion acustica.

Una propiedad muy interesante de las estructuras o materiales localmente resonantes,
relacionada con la atenuacién de vibraciones, es la formacién de bandas de
atenuacion o “bandgaps’. Estas corresponden a rangos de frecuencia libres de
frecuencias naturales de la estructura, por consiguiente, se espera que las amplitudes
de vibracion no sean muy grandes en tales bandas.

Se han realizado varios estudios sobre la dinamica de vigas localmente resonantes
considerando movimientos flexionales, longitudinales o torsionales'®'"12, En
particular, se han desarrollado formulas o metodologias numéricas para la estimacion
de los mencionados bandgaps. Estos estudios se han dirigido a la propagacion de
ondas en estructuras infinitas y, en menor medida, al analisis de vibraciones
estacionarias en estructuras finitas. Recientemente, se ha estudiado el problema
dinamico de vigas rectas localmente resonantes de paredes delgadas que presentan
un acoplamiento en la dinamica flexo-torsional'314,

En este trabajo, se presenta una extension de la investigacion previamente
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mencionada'3'* dirigida a describir la dinamica flexo-torsional de vigas localmente
resonantes de pared delgada con eje curvo. Tales tipologias estructurales encuentran
un importante potencial de aplicacion en diversos sistemas de ingenieria estructural
tales como tuberias o puentes. El modelo matematico se formula a partir de la teoria
de Vlasov'®18 en conjunto con la hipétesis de distribucion continua de resonadores a
lo largo de su longitud. De esta manera, se obtienen ecuaciones homogeneizadas
para las vigas localmente resonantes. La diferencia fundamental de estas ecuaciones
respecto a las correspondientes al modelo sin resonadores reside en el hecho de que
las propiedades inerciales seccionales resultan dependientes de la frecuencia de
excitacidon. Se analiza la formacion de bandgaps y se obtienen férmulas explicitas para
su determinacion. Se muestra que las amplitudes de vibracién forzada en tales
bandgaps son muy pequefias.

DINAMICA FLEXO-TORSIONAL DE VIGAS CURVAS LOCALMENTE
RESONANTES

Dinamica de vigas curvas con masas vinculadas elasticamente

a)

Figura 1: a) Elemento estructural analizado (R: radio al centro de corte de la
seccidn transversal), b) resortes distribuidos longitudinalmente en la viga curva, c)
seccion transversal de la viga.
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Se analiza una viga curva de pared delgada con resonadores masa-resorte acoplados
periddicamente en Ns secciones transversales equidistantes. Cada una de estas
secciones transversales es simétrica respecto al plano de curvatura y tienen Nr
resonadores orientados en la direccion y. Se consideran las vibraciones flexo-
torsionales fuera del plano de la estructura sometida a cargas transversales armonicas
(en la direccién y). El esquema estructural puede observarse en la Figura 1, donde se
muestra como caso particular una seccion transversal tipo C. Tal sistema puede ser
modelado adecuadamente acoplando las ecuaciones dinamicas de los resonadores a
la formulacién de Vlasov para la viga curva (estas ultimas pueden obtenerse como un
caso particular de las presentadas por Dominguez y Cortinez'® despreciando efectos
de corte e inercia rotatoria y de alabeo). Las ecuaciones gobernantes se muestran a
continuacion:

Q, 10(T,+T,) — N, )
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donde Vv, corresponde a la componente del desplazamiento transversal del centro de
corte en la direccion y, ¢ es la rotacion torsional,&; es el desplazamiento en la

direccion de y de la masa j-ésima ubicada en la seccion x=X%, M,,B,T,.T, yQ,

sv o

corresponden al momento flector con respecto a z, al bimomento, al momento torsor
de Saint-Venant, al momento torsor por alabeo y al esfuerzo de corte en la direccién
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y, respectivamente, El,,EC,,GJ son las rigideces de flexion, torsién por alabeo y

torsion pura respectivamente, ,o_A,,ols,,oAzS son propiedades seccionales inerciales,

M;yK; son la masa y la rigidez del absorbedor j-esimo, 7, es la coordenada con
J

respecto al centro de corte del absorbedor j-ésimo en la seccion transversal, z, esla
coordenada del centro de corte con respecto al centroide, g, y m, corresponden a las
amplitudes de carga distribuida por unidad de longitud aplicada en el centro de corte
y del momento torsor distribuido por unidad de longitud con respecto a centro de corte,
R es el radio de curvatura de la estructura correspondiente al centro de corte y §(x—Xx;)
es la funcion delta de Dirac. Por otra parte (2 es la funcion de alabeo que puede ser

determinada como se indica en las referencias 15 6 16. El sistema se complementa
con las correspondientes condiciones de borde.

Formulacion homogeneizada: Teoria de Vlasov para la dinamica de vigas curvas
de pared delgada localmente resonantes

Para la carga armonica considerada, la respuesta estructural puede expresarse como:
vV, =V (X)cos(at), ¢ =y (X)cos(at), & = §_ji cos(wt) . Sustituyendo tales expresiones en

las ecuaciones de los resonadores (1c), es posible expresar las amplitudes de
desplazamiento de los mismos de la siguiente manera:

donde Wy, €8 la frecuencia local del resonador j. Sustituyendo las expresiones (2) y

(4) en (1ay b), es posible obtener las ecuaciones de movimiento en términos de V, y
w . Considerando ademas que, para la estructura analizada, el numero de secciones
transversales Ns es muy grande o, de manera equivalente, la distancia entre secciones
con resonadores, |l,,, es muy pequefa, se puede asumir que los resonadores se

distribuyen de manera continua a lo largo de la estructura (homogeneizacion).
Consecuentemente, las correspondientes ecuaciones de movimiento se pueden
expresar como:
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d*v EC,| d%,GJ d‘w EC, d* (GJ+EIl,

s E|z+ 2w _ 25_2+ . wo_ 4 z

R dx® R dx* R dx R

d*v, EC, d*V,(GJ+El, ) d'y
_ s z |4

J—a)z (/DA)quS -’ (pAzg )eq y =0,

(5)

dzl//_ E_IZ 2 2 —
EC, - e GJ Yo (pAZ), V- @ (pl), v =m,

dx* R dx? R dx4

donde se han definido las siguientes propiedades inerciales:

=] (a)/a)M )2
Ny . 1
- Ny l
(Pls),, =PI+ pAY Ty 3
=l 1—(a)/a)Mj)

Observar que las ecuaciones (5) tienen la misma forma para las vigas Vlasov sin
resonadores y para las localmente resonantes. La diferencia reside en las propiedades
seccionales inerciales dadas por (6) que se reducen a las correspondientes
expresiones clasicas de Vlasov cuando «; =0. Es de importancia fundamental el

hecho de que tales propiedades (pA), .(pl;),, Y (PAZ), dependen de la frecuencia

de excitacion @ puesto que el analisis de tal dependencia permite demostrar la
existencia de bandas de atenuacion.

ESTIMACION DE BANDAS DE ATENUACION

Se demuestra a continuacién que las vigas localmente resonantes formuladas
mediante las ecuaciones (5) y (6) presentan bandgaps en las vibraciones flexo-
torsionales fuera del plano. En tales bandas no existen frecuencias naturales y
consecuentemente se esperan respuestas forzadas de minima amplitud.

Para ello, se considera el problema de vibraciones libres de la viga localmente
resonante gobernada por las ecuaciones (5) con g, =m, =0 conjuntamente con sus

condiciones de borde. Resolviendo tal problema pueden obtenerse las autofunciones
V, y v, correspondientes a la frecuencia w,. Tales expresiones pueden relacionarse

mediante el cociente de Rayleigh asociado al sistema (5), es decir, por medio de la
siguiente expresion:
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:_I d V ) 2+EC 4w, +d2V ! GJ(dV/n %ljz dx (8)
R YU dx?  dx* R dx dx R

siendo:
T, :%jOLDﬁMDndx (9)
p=[V, v.] (10)

(PA),, (pAz),

MZM(“’“*[(MZS)N mxj .

donde U, y T, son las correspondientes expresiones de la energia de deformacion
(maxima) y de la energia cinética (maxima) asociadas al modo n-ésimo. Observar que
el primer miembro de (7) es, obviamente, positivo y que también lo es la energia de
deformacion modal cualesquiera sean las funciones V, y v, , ya que las rigideces son

cantidades positivas. Para que tal expresion tenga sentido la energia cinética T, debe

ser positiva, lo que se cumple cuando la matriz M, expresada por (9) y (11) es definida
positiva.

Si, en cambio, M es definida negativa, no existe posibilidad de obtener una frecuencia
natural de acuerdo al cociente de Rayleigh. Luego, aquellos rangos de frecuencia
@ =, para los que M es definida negativa constituyen bandas de atenuacion fuertes

(SBG).

Por otra parte, cuando M es semidefinida, si bien no es imposible, la existencia de
frecuencias naturales es mas improbable puesto que existen restricciones adicionales
respecto a las formas modales. Los rangos en los cuales esto ocurre se denominan
bandas de atenuacion débiles (WBG).

Para determinar la definicién positiva o negativa de la matriz es necesario determinar
sus autovalores, es decir, debe resolverse el siguiente problema:
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(M—1)Z=0 (12)

donde I es la matriz identidad, » y Z son el autovalor y el autovector de la matriz M.

La matriz M es real y simétrica, por tanto posee dos autovalores reales. Si ambos son
negativos, la matriz es definida negativa. Asimismo, si uno es negativo y otro positivo,
la matriz resulta indefinida. Resolviendo analiticamente el problema (12) se llega a la
siguiente expresion:

(P (1) 2 (PR +(21),) ~#((PA) (1) (A2 ), ) (13
2

j/max,min (0)) =

Realizando un procedimiento similar al de Rohan'” es posible demostrar que 7, (®)
Y 7..(@) son funciones mondétonas crecientes y que ;. (@) = — cuando co—)coh*,lj :

Como corolario, siempre hay un bandgap, al menos débil, inmediatamente a la
derecha de la frecuencia del resonador , . Consecuentemente, el bandgap fuerte

(SBG) o el débil (WBG) pueden determinarse mediante las siguientes expresiones:

SBG:{a): 0>y y 7max(a))<0}
(14)
WBG :{a): 0> ay, Vi (@) >0y 7m(a))<0}

Luego, es posible determinar numéricamente los bandgaps siguiendo el siguiente
procedimiento: se efectua un barrido de frecuencias posibles @, , calculando para cada

una de ellas las propiedades inerciales equivalentes mediante (6), luego los
autovalores de la matriz M mediante (13) y finalmente, se determinan los bandgaps
mediante (14). Debe observarse que los bandgaps son independientes de las
condiciones de borde y del tipo de carga.

En el caso particular en el que todos los resonadores tengan la misma frecuencia
wy, = oy, =...= oy, pueden determinarse las frecuencias limites superiores de los

1

bandgaps (@ss,@yes ) Puscando las raices de los autovalores (13) (7,.x = 0,7, =0)-

Operando en tal sentido y considerando (14) es posible determinar de manera
analitica los bandgaps de la siguiente manera:
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SBG ={a): Wy <0< }

(15)
WBG = {®: &g <0 <@yps |

O = Oy1-1/S 5, Qs =0y1-1/S,,, , para Ne>1 (16)

o W =Xy, O :COMVI+R2/R3 para Nr=1 (17)

siendo

R, :p_A[(ZaJ(Za]Z\j_j—(Zaij_j J
pl i j ! i !

pl Ui pl, Ui
i (18)
R, =1-L0%
PA pl,
R, 7RI-4RR,
min,max 2R1

SOLUCION ANALITICA PARA LAS VIBRACIONES FLEXO-TORSIONALES DE
LAS VIGAS CURVAS SIMPLEMENTE APOYADAS

Se considera la estructura localmente resonante gobernada por la ecuacién (5) con
condiciones de apoyo simple:

V. =y =dV,/d¢ =d’y/dX’ =0 (19)

Es posible determinar una solucidon analitica del problema expandiendo los
desplazamientos y las cargas en series de Fourier:
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n=1 n=l1 (20)

N N

— . TX . TTX

q, = E q,sin—, m, = E msin— con A, =L/n
n=1 ﬂn n=1 ﬂ“

n

donde g, y m, son los coeficientes de Fourier de la carga externa. Para determinar

los coeficientes «, y S, se sustituye la expresion (19) en (5) lo que permite obtener
los siguientes sistemas de ecuaciones algebraicas lineales para cada valor de n:

(K,-o'M)X, =Q, n=12,.. (21)

donde:

(= EC,| #*GJ 7' EC, #*(El,+GJ
El +—w |47 T S T

— +—— +
A R ) ZR 2 R 2| R a, q,

K,=| — T X= Q= (22)
7' EC, n*[El,+GJ 7' EC, 7*GJ El, b, m,
-7 AT r=— iTp e e
2R A R 2R 2R R

Analiticamente se pueden determinar a partir de (20) los coeficientes«, y f,:

' EC, 7> GJ E_IZ ) ~* EC, ~’ E_|z+a 2
q(z R I VL G I

" A

n

(= EC, 2 GJ ~* EC, ~’ El, +GJ
m”{ﬂ(E'ﬁR}zzw‘“’z(”’*)eq}q”{z: R *z;[%]_“’z(ms)”j

f, = < (23)

n

(= EC, 7 GJ z* EC, 7’ GJ El,
An:(F(E'Z*TJ*??‘”W%J(? e, |
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Por otra parte, pueden de determinarse las frecuencias naturales de la estructura
localmente resonante mediante las raices del determinante del sistema:

A(@)=0, n=1,2,3,.,N (24)

ESTUDIOS NUMERICOS

En esta seccion se determinan en forma numérica las bandas de atenuacién para dos
tipos de secciones. Asimismo, para cada uno de los casos se efectia un analisis de
vibraciones forzadas para verificar la existencia de pequefas amplitudes dentro de los
bandgaps estimados.

Ejemplo 1: Viga localmente resonante con seccion abierta en forma de C

Se considera la seccion mostrada en la Figura 2 con las siguientes caracteristicas:
L=2m, h=0.1m,b=0.04m, t =0.006m,z, =-0.020816m,E =4.5E10Pa, G =1.8E10Pa,
p=2650kg/m’. Existen dos resonadores iguales en cada seccién (Nr=2) con razén
de masas ¢, =a, =0.25. Se obtienen las frecuencias limite wg; ¥ @z Mediante las

férmulas (15 — 18) para dos angulos de abertura: & =1rad (Caso 1)y #=/2rad
(Caso 2). Para el primer caso se ha seleccionado la frecuencia local del resonador
@y, =3207.9rad /s que corresponde al 95% de la tercera frecuencia natural de la
estructura huésped (sin resonadores). De la misma manera, para el segundo caso
w, =3789.5rad/s. Para ambos casos, uno de los resonadores se ubica en

Zy, =0.04m mientras que la posicion del segundo resonador se varia entre

—0.03m <Zy, < 0.04m. En la Figura 3 se pueden observar los bandgaps para los
casos aludidos. Como puede notarse, los comportamientos son cualitativamente
similares con anchos de bandgaps fuertes crecientes con la distancia entre ambos
resonadores, siendo sus maximos valores (para Zy =—-0.03m) 432 y 511 rad/s
respectivamente. Por su parte, los anchos de bandgaps débiles aumentan de manera

inversa a los de los bandgaps fuertes, siendo sus valores maximos de 874 y 1032 rad/s,
respectivamente.
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Figura 2: a) Seccion transversal de la viga del Ejemplo 1, b) resonador masa-
resorte equivalente.

a) b)
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Figura 3: Bangdgaps (SBG y WBG) correspondientes al Ejemplo 1, a) caso 1:
6=1rad y w,, =3207.9 rad /s, b) caso 2: @=r/2rad y w,, =3789.5rad/s.

Se han determinado las vibraciones forzadas utilizando las expresiones (20) y (23)
para una carga distribuida por unidad de longitud g, =1000cos(wt) N/m aplicada
en el centro de corte y un momento distribuido m, =49.7cos(wt) Nm/m. En la

Figura 4 se muestra la respuesta dinamica de la viga localmente resonante para el
Caso 1 (@=1rad) en inmediaciones de ,, =3207.9rad /s, con resonadores

ubicados en 7, =0.04m y 7, =-0.02m. También se muestra la respuesta

dinamica para la correspondiente estructura huésped (sin resonadores). La Figura 4a
muestra el desplazamiento del centro de corte en X=L/2, mientras que la 4b
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muestra el desplazamiento del punto Aen X =L/2, para poner en evidencia el efecto
torsional. Asimismo, se presentan mediante lineas verticales los limites de los
bandgaps débil y fuerte previamente obtenidos. Como se aprecia, las amplitudes de
vibracion de la viga localmente resonante son mucho menores que las
correspondientes a estructura huésped dentro del bandgap fuerte, de hecho, en la
viga con resonadores se ha eliminado la respuesta resonante. Esto verifica la
ausencia de frecuencias naturales en tal banda como fue demostrado previamente.
Sin embargo, en las bandas débiles aparecen resonancias para la viga con
resonadores.

a) b)

Estructura Huésped Estructura Huésped
iga Localmente Resonante | iga Localmente Resonante

ln(y(L/2)d)

In(V,(L/2))
I

=10

Oy Hsps s Oy s @z
.25 i L M L 1 K i’ L i . "
3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200
o) @

Figura 4: Comparacion entre la respuesta dinamica de la viga localmente
resonante y la de la estructura huésped del Ejemplo 1 con apoyos simples, carga
distribuida g, =1000cos(ewt) N/m y m, =49.7cos(wt) Nm/m, &=1rad,

@, =3207.9rad /s y resonadores ubicados en Zy, =0.04my Zy, =-0.02m; a)
In(W,(L/2)), b) In(y(L/2)d)

En la Figura 5 se muestran resultados similares para el Caso 2 (0 =7x/2rad). El
comportamiento es cualitativamente similar al del caso anterior.

En la Figura 6 se muestran resultados similares a los de las Figuras 4 y 5 aunque
correspondiendo a d=1rad y w,, =648.6rad /s que corresponde al 95% de la

frecuencia fundamental de la estructura huésped. Se observa la adecuada atenuacion
del pico resonante respecto a la estructura huésped.
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Figura 5: Idem Figura 4 para el Caso 2: =7/2rad .
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Figura 6: Idem Figuras 4y 5 para @ =1rad y w,, =648.6rad/s.

Ejemplo 2: Viga localmente resonante con seccién cerrada

Se considera la seccion mostrada en la Figura 7 con las siguientes caracteristicas:

L=60m, z,=0,E =2E10Pa, ©=0.2, p=2400 kg/m’. Debe notarse que para este

ejemplo se ha adoptado, de manera aproximada Yy, = 0 despreciando el acoplamiento

del movimiento en el plano de curvatura con el movimiento fuera del plano. Sin
embargo, teniendo en cuenta las dimensiones de la seccién tal aproximacién es
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razonable. Existen dos resonadores iguales en cada seccién (Nr=2) con razén de
masas ¢, =a, =0.25. Se obtienen las frecuencias limite wg; Yy @ Mediante las
formulas (15 — 18) para una abertura: & =1rad y w,, =89.4 rad /s. Tal frecuencia

es igual al 93% de la segunda frecuencia natural de la estructura sin resonadores. Las
ubicaciones de los resonadores son simétricas con respecto al eje y y varian entre 1
y 5m.

/_Aml. =m, cos(at)

Figura 7: Seccion transversal de la viga del Ejemplo 2.

En la Figura 8 se muestran los bandgaps fuertes y débiles para distintas posiciones
de los resonadores. Como se aprecia, el bandgap fuerte aumenta junto con la
separacion entre los resonadores siendo su maximo valor de 20 rad/s. Los bandgaps
débiles no muestran una tendencia mondétona.
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Figura 8: Bangdgaps (SBG y WBG) correspondientes al Ejemplo 2 para ¢ =1rad
y o, =89.4rad/s.
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Se han analizado las vibraciones forzadas de la estructura mencionada considerando
una carga (, =lcos(wt) kN/m aplicada en el centro de corte y un momento
distribuido m, =5cos(wt) KNm/m. En la Figura 9 se muestra la respuesta en

frecuencia para la estructura huésped y para la viga localmente resonante con
resonadores ubicados en Zy =5My Zy =-5m.
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Figura 9: Comparacion entre la respuesta dindmica de la viga localmente
resonante y la de la estructura huésped del Ejemplo 2 con apoyos simples, carga

distribuida g, =1cos(wt) kKN/m y m, = 5cos(wt) kNm/m, &=1rad,
wy =89.4 rad /s y resonadores ubicados en Z,, =5my Z,, =-5m;a)
In(W,(L/2)), b) In(y(L/2)d).

En la Figura 9a) se muestra el desplazamiento en el centro de corte y ,x=L/2
mientras que en la Figura 9b) se muestra el desplazamiento del punto Aen X=L/2.
Como se puede ver, en el bandgap fuerte no aparecen frecuencias naturales porque
se atenua la respuesta de la viga localmente resonante respecto a la de la estructura
huésped. Sin embargo, la banda débil no corresponde a un rango de atenuacion en
este caso. También se han efectuado calculos similares (no mostrados aqui) para una
frecuencia de resonador local cercana a la frecuencia fundamental de la estructura
huésped. Si bien también se logra eliminar el pico resonante de la estructura huésped,
el ancho del bandgap para este caso es pequefio.

CONCLUSIONES

En este articulo se han estudiado las propiedades de atenuacion de vibraciones flexo-
torsionales fuera del plano de vigas localmente resonantes con eje curvo. El modelo
estructural se basa en la teoria de Vlasov, considerando una distribucion continua
longitudinalmente de resonadores acoplados. Se ha mostrado que tales estructuras
presentan bandgaps (o bandas de atenuacion) consistentes en intervalos carentes de
frecuencias naturales. Se han obtenido férmulas analiticas para la determinacion de
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tales bandgaps. También se ha desarrollado una solucién analitica para las
vibraciones forzadas de la estructura analizada para condiciones de apoyo simple que
ha sido utilizada para verificar la prediccion de las férmulas de bandgaps. La presente
formulacién puede ser de interés para el disefio de sistemas de control de vibraciones
en diversas aplicaciones de ingenieria.
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vibraciones y de propagacion de ondas mediante resonadores y metamateriales
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