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RESUMEN

Las normativas mas modernas para el calculo de estructuras metélicas, como la
ANSI/AISC o el EUROCODE, prescriben que para estructuras esbeltas es necesario
llevar en cuenta el efecto de imperfecciones o pequefios desvios de la geometria
para el calculo de las resistencias requeridas de sus miembros. La mayoria de los
programas comerciales modelan la geometria imperfecta simplemente desplazando
los nodos de la malla de elementos finitos. Esto puede requerir una gran cantidad de
elementos, en especial para cascaras.

En este trabajo presentamos un elemento finito para el analisis no lineal de vigas
imperfectas donde las imperfecciones son llevadas en cuenta en la formulacion del
elemento. Con esto se consigue una reduccion de la cantidad de elementos finitos
necesarios. Mostraremos las matrices del elemento finito necesarias para efectuar
un analisis no lineal como se requiere por las normas.

ABSTRACT

Modern codes for structural steel buildings such as ANSI/AISC or EUROCODE
specifiy that slender structures must be analyzed taken into account the effect of
imperfections or small deviations of the geometry to compute the required strength of
their members. In the vast majority of commercial software the imperfect geometry is
modeled by relocation of the nodes of the finite element mesh. This can require a
large number of finite elements, especially for shells.

In this work we present a finite element for the non-linear analysis of imperfect
beams. Imperfections are taken into account in the finite element formulation. A
great reduction of finite elements is attained. Finite element matrices needed for a
non-linear analysis of beams as required by codes will be shown.
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1. INTRODUCCION

El comportamiento de inestabilidad estructural se analiza usualmente mediante la
determinacion de las llamadas cargas criticas de pandeo. En teoria al alcanzar esta
carga la estructura se desestabiliza y para cargas menores permanece en situacion
de equilibrio estable. Si bien este comportamiento es representativo de una gran
variedad de tipologias estructurales, existen algunas estructuras laminares, como las
cascaras cilindricas o circulares, que se desestabilizan a cargas sensiblemente
inferiores*. Es bien conocido que la causa principal de esta discordancia es la
sensibilidad de estas estructuras a imperfecciones o pequefios desvios de la

geometria perfecta de la estructura®?°.

Luego el tratamiento general de los problemas de inestabilidad debe llevar en
cuenta el efecto de pequefias imperfecciones geométricas en el comportamiento
estructural. Para ello debemos considerar la existencia de una configuracion inicial
libre de tensiones y deformaciones de la estructura aunque con una geometria
levemente diferente o “imperfecta” con relacion a una configuracién de referencia
“perfecta”.

En los dltimos afios las normas mas modernas cémo el AISC* y el EUROCODE®
han incorporado la posibilidad de modelar directamente las imperfecciones para la
verificacion de la estabilidad de estructuras metdlicas, sustituyendo los analisis
clasicos basados en longitudes de pandeo y factores de mayoracion.

Los modelos numéricos actualmente en uso que utilizan elementos finitos no
contemplan la posibilidad de incluir imperfecciones dentro de cada elemento. En
general se recurre a modelar la estructura imperfecta mediante una simple
recolocacion de los nodos de la estructura perfecta (Fig. 1).

Imperfeccion
aproximada

Figura 1. Aproximacion de estructuras imperfectas.

Esta representacion de las imperfecciones es, en general ineficiente, requiriendo
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una gran cantidad de subdivisiones para definir apropiadamente la imperfeccion.

El objetivo de este trabajo es la presentacion de una matriz de rigidez tangente
apta para el andlisis no lineal de estructuras de vigas imperfectas. La deduccién de
esta matriz se basa en relaciones entre tensores de deformacion simplificadas para
elementos con pequefia curvatura, hipétesis usualmente conocida como de vigas
abatidas o rebajadas .

2. REPRESENTACION APROXIMADA DE ESTRUCTURAS IMPERFE CTAS

Consideremos un sistema estructural que se deforma bajo la acciébn de cargas
adoptando diferentes configuraciones deformadas. Definimos tres tipos de
configuraciones para este sistema: 1) configuracion de referencia, 2) configuracion
inicial y 3) configuracion de deformada (Fig.2).

N ’
NG
~'

Referencia
> X Inicial

Deformada

Figura 2. Aproximacion de estructuras imperfectas.

La configuracion inicial se corresponde con el estado inicial libre de cargas y
tensiones, si la estructura es imperfecta esta configuracion tendra una geometria
curva y compleja. La configuracion deformada es una configuracion equilibrada con
el estado de cargas de la estructura. La configuracion de referencia es una
configuracion de geometria simple ficticia, en el sentido que no representa un estado
deformado de la estructura sino que simplemente sera utilizada como un medio
auxiliar para simplificar los célculos.

Asumimos que existe una relacion univoca entre puntos materiales de estas
configuraciones de manera que a un punto de una configuracion le corresponde
Gnicamente un punto en las otras. Por lo tanto podemos asumir que la configuracion
inicial se puede obtener a partir de aplicar un campo de desplazamientos de
imperfecciones u a la configuracion de referencia. La configuracion deformada se
obtiene aplicando los desplazamientos de deformacién u a la configuracion inicial.
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2.1 Deformacion de la estructura imperfecta

Si consideramos un segmento dsg de longitud infinitesimal en la configuracion de
referencia, este segmento se corresponde con la posicion ds, en la configuracion
inicial y con la posicion dsp en la configuracion deformada. Podemos imaginar que el
segmento dsg de la configuracion de referencia fue llevado a la posicion ds, en la
configuracion inicial mediante la imposicion del campo de desplazamientos u que
deforma a la configuracion de referencia de manera de transformarla en la
configuracion inicial. Resaltemos, que esta deformacion es solo ficticia ya que la
estructura se encuentra libre de deformaciones y tensiones en la configuracion
inicial. Luego es posible calcular la diferencia de longitud entre estos segmentos ds;
y dsg mediante los tensores de deformacion de Green ® como:

(ds,)* = (dsg)? = 2E dx dx 1)

Donde se ha empleado la convencion de suma sobre indices repetidos y el
superindice R indica que las deformaciones se aplican a puntos materiales de la

configuracién de referencia. El tensor de deformacion de Green E™* mide las

deformaciones de la configuracion inicial respecto de la configuracion de referencia 'y
se define como:

cwe _ 4| 00, 0U;  ou, 34, @
oo oxE o ax® o oxf oxE

Donde u; son las componentes del campo vectorial de desplazamientos u y
nuevamente se ha utilizado la convencion de suma sobre indices repetidos. El
superindice R indica que las derivadas se aplican a puntos materiales de la
configuracion de referencia, esto es, los desplazamientos Ui(ij) se deben expresar

en funcién de las coordenadas x® de puntos materiales de la configuracién de
referencia. Ademas adoptamos una convencion de tres superindices para las
componentes del tensor de Green, los dos primeros indican entre que
configuraciones se miden las deformaciones y el tercero indica a que configuracion
se refieren las coordenadas de los puntos materiales.

Luego de aplicadas las cargas el segmento ds, de la configuracion inicial pasa a
ocupar la posicion dsp en la configuracion deformada debido a los desplazamientos
u. La diferencia de longitud entre este segmento dsp y su correspondiente segmento
dsg en la configuracion de referencia también se puede expresar mediante tensores
de Green como:

(dsp)® = (dsg)? = 2E77% dx[ dx§ 3)

Donde el tensor de deformacién de Green E’*® mide las deformaciones de la
entre la configuracion deformada y la configuracion de referencia y se define como:
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g o _{a(m +u) | O, +U) | 3@, +Uy,) 9T, +Uy,) )

e X ox" ox" X

Las deformaciones efectivas reales se obtienen de la diferencia de longitud de un
mismo segmento que ocupaba la posicion dsp en la configuracion deformada y ds;
en la configuracion inicial. Restando las ecuaciones (1) y (3) estas deformaciones se
pueden expresar como:

(ds,)? =(ds,)? = 2(E™® —E®)dxf dx® = 2EP dx dx© (5)
Donde
EileR :Ei;Z)RR _EinRR (6)

es el tensor de deformaciones efectivas o reales cuyas componentes se obtienen
restando las ecuaciones (4) y (2) resultando

bR _ 1| OU; auj ou_ du ou_ou_. ou_. ou (7)
e = o o T o o okt o oxt
ox;  0x;  0x; Ox;  0x; Ox;  0X 0X;

En forma alternativa las deformaciones efectivas se pueden expresar como
(ds,)? —(ds,)* = 2E" dx/ dx| (8)

Donde el tensor de deformaciéon de Green E; mide las deformaciones de la

entre la configuracion deformada y la configuracion inicial pero en funcion de los
desplazamientos de los puntos materiales de la configuracion inicial:

.| du,  du; du_ du, 9)
FY it Rt

EO! =
P %oxt ox. o ox| ox

El superindice | indica que las derivadas se aplican a puntos materiales de la
configuracion inicial, esto es, los desplazamientos ui(x}) se deben expresar en

funcién de las coordenadas x' de puntos materiales de la configuracién inicial.

2.2 Energia de deformacion simplificada

Asumiendo que las deformaciones sean pequefias y que los materiales sean
hiperelasticos®, la energia de deformacion se puede expresar como:
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U= %_[Cijkl E;' Eq dV, (10)

Vi

Donde Cjy son las componentes del tensor constitutivo del material y la integral se
extiende a todo el volumen V, de la configuracion inicial. Notemos que esta integral
puede ser muy complicada de evaluar para una estructura imperfecta pues la
geometria de la configuracién inicial puede ser bastante complicada. Por lo tanto es
conveniente realizar una transformacion de coordenadas para referir la integral
anterior a la configuracion de referencia cuya geometria es sencilla.

El diferencial de volumen dV, de la configuracion inicial se puede expresar como
dV, =dx] dx, dx} (11)

Por otro lado el diferencial de volumen dVg de la configuracion de referencia se
puede expresar como

dV, = dxl dx5 dx§ (12)
Los diferenciales dx'y dx® se pueden relacionar usando la regla de la cadena:

' 13
dx! =aidx.R (13)

'aij’

Por lo tanto los diferenciales de volumen dV,, dVr se relacionan como

! (14)
av, = % A

Donde el término entre barras es el determinante de la matriz Jacobiana de la
transformacion:

/ / /
ox; 0X; 0X;

R R R
oX; O0X; O0Xg
| ox' |: ox, O0x, Ox,
ox®| xR ox§  oxE

/ / /
OX; O0X; 0Xg
ox®  oxy  ox§

(15)

Luego debemos expresar al tensor EijD” en funcién de las coordenadas x® de
puntos materiales de la configuracion de referencia. Comparando las ecuaciones (5)
y (8) tenemos
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(dsp)? = (ds,)? =2E" dx/ dx| =2E>"™ dx[ dx (16)
Los diferenciales dx® y dx' se pueden relacionar usando la regla de la cadena:

R 17
dx = %X'l dx; a7)
X'

J

Reemplazando en la ec.(16) resulta

R gyR 18
o 066 0 g, o
ax,. ax].

2E" dx; dx| =2E

Por lo tanto las componentes del tensor EijD” se pueden expresar como:

EDII :EDIR anR aXIR (19)
i K I I
6xj axj

Finalmente sustituyendo estos tensores y el diferencial de volumen dV, en la
energia de deformaciéon tenemos:

EDR £DIR oxn aX;F; oXpy axs ‘axl ‘dV (20)
™M gkt ox ox) ox| [oxR|

U=3 J-Cijkl
VR

Hemos conseguido expresar la energia de deformacién respecto de la
configuracion de referencia resultando una expresion bastante complicada. Sin
embargo es posible simplificarla considerablemente si asumimos que las
deformaciones de imperfeccién son muy pequefas.

Notemos que las coordenadas x® de un punto material en la configuracién de
referencia y las coordenadas x' del mismo punto material pero en la configuracion
inicial se hallan relacionadas por los desplazamientos de imperfeccion como:

X =X+, (21)
Luego

ox _ s 00 (22)
oxF T oxE

Donde g; es el delta de Kronecker que vale 1 si los dos subindices son iguales 'y 0
si son distintos. Luego si asumimos que las derivadas de los desplazamientos de
imperfeccién son muy pequefias tenemos
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EDI —EDR ﬂai EDR (23)
T e oax!

y
ox'| _ (24)
ox~ =1

Resultando la siguiente expresion simplificada para la energia de deformacion

U=3 jCijkI EileR Eq dVy (25)
VR

Notemos que ahora todas las cantidades de la integral estan referidas a la
configuracion de referencia. De aqui en adelante suprimiremos el superindice R final
en los tensores de deformacion y en las coordenadas de puntos materiales que
siempre se asumirdn como siendo de la configuracion de referencia.

2.3 Simplificacion para rotaciones moderadas y pequ  efias deformaciones

El tensor de deformacion de Green E; para un campo de desplazamientos u es:

.| du, 0u; Qu, du (26)
.=4 L+ +—0 M
Po%lox,  ox, 9x; Ox,

que se puede expresar COI’T]O6
Eij = gij + %(‘gmi t W, )(Emj + a)mj ) (27)

siendo g; el tensor de deformacion infinitesimal definido como

—1 aui auj (28)
572 o, ox,
Y

y aj es el tensor de rotacion infinitesimal definido como

—1 aui aui (29)
w =< ——-———~—
bolax ox,

Para rotaciones moderadas es posible asumir que las deformaciones & son
infinitésimos de orden superior cuando comparadas con las rotaciones a, luego el
tensor de deformacion de Green para rotaciones moderadas es:
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E, =& + 3 W, Wi (30)
El tensor de deformaciones efectivas E;” es (ec.6):
EY =EX -Ef (31)

Para rotaciones moderadas los tensores E*y E;* se pueden expresar como:

DR _ = 1 1 Y l_ l_ Y

EXR =6 +& +iw, @, +iw, @, +1@, o, +ia, @, (32)
IR — = 175 75

Elj - glj +§C¢)m| J

Donde

_(au ot (33)
AR Bl B R
'oflox,  ox,

o[ o
bo?lox,  ox

J

Restando ambos tensores obtenemos el tensor de deformaciones efectivas como:
DI _ _ _
Ei" =& + 3 Wy W + 5 Wy W + 5 Wy, Wy (34)

Notemos que este tensor es lineal en las rotaciones de imperfeccion «,, pero no
lineal en las rotaciones w,; .

3. ENERGIA DE DEFORMACION PARA VIGAS IMPERFECTAS

Analizaremos las deformaciones de un elemento de viga bidimensional
asumiendo las hipotesis usuales para vigas de mantenimiento de secciones planas
antes y después de la deformacion para relacionar la posicion de un punto material
P cualquiera de la viga con los desplazamientos del eje centroidal (Fig.3).

Consideremos un sistema de coordenadas local x,y fijo a la configuracion
indeformada de la viga con el eje x en la direccion del eje centroidal y una seccion
perpendicular al eje centroidal por el punto O conteniendo al punto P. Este punto P
pasa a ocupar la posicibon P’ en la configuracion deformada mediante los
desplazamientos u, v segun los ejes locales. El punto O del eje centroidal pasa a
ocupar la posicion O’ mediante los desplazamientos uc, V.. La seccién conteniendo
los puntos P y O realiza un giro & asumido positivo en sentido antihorario. Luego es
posible expresar a los desplazamientos u, v del punto P de coordenadas X,y como:
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u=u,-ysenéd (35)
v =v_ -y (l-cosb)

Asumiendo que las rotaciones sean pequefas tenemos

dv, (36)
ax

senfd=@0=tanf =

cosfd=1

Deformada

Indeformada

P [ e e e e Lt EE ———--

v

Figura 3. Desplazamientos de un punto material de una viga.

Por lo tanto es posible aproximar a los desplazamientos u, vy al giro & en funcién
de los desplazamientos uc, v del eje centroidal como:

u=u -y dv, (37)
dx
V=V,
—_ dVC
" dx
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Para vigas esbeltas asumiendo un estado plano de tensiones y despreciando las
deformaciones por corte la Unica componente relevante del tensor de deformacion
es la componente E.. Luego, asumiendo que los desplazamientos de imperfeccion
sean pequefios, la energia de deformacion se puede expresar respecto de la
configuracion de referencia (ec. 25) como:

Fdv, (38)

De la ecuacion (34) tenemos gque, para deformaciones pequefas, el tensor de
deformacion Ey es:

Exx :£xx +%wyx wyx +%%i Z411] +%Z4ni %j =‘9xx +%(a%<y)2 +w><y Z‘,><y (39)

Donde

gXX :a_u (40)
ox

w. :ia_u—a_v
Yo 2oy ox

. :iﬂ—ﬂ
Yoo 2lay  ox

Usando las relaciones (37) es posible expresar estas derivadas como

ou _du, _d*, ou _ _dv, (41)
X dx ) dx? oy dx

ou _ _dv, ov _dv,

oy ~dx ox  dx

ov _dv,

X dx

Luego el tensor de deformacion Ey resulta

_du, dx,  1(dv, Y . dv, dv, (42)
E,. = -y += +

X dx dx? Z(dxj dx dx

Sustituyendo en la energia de formacion resulta
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du, 2+y2 d’v, 2_2yduc d?v, (43)
dx dx? dx dx?

dv, dv, dv,
dx dx dx
du - dAdx

dx d

du, dv, dv, _o d?v, dv, dv,
dx dx dx dx2 dx dx

dv, )’ dv,
+
dx dx

Donde A es el &rea de la seccion transversal y L es la longitud de la viga en la
configuracion de referencia.

N m

 —
> —

Asumiendo a los ejes x, y como ejes principales de inercia de la seccion, tienen
las siguientes propiedades:

[yda=0 (44)
A
[y?da=1
A
Donde | es el momento de inercia de la seccion.
Luego integrando sobre la seccién de la viga obtenemos
(45)

2 2. )2 4 2
A du, ol d“v, LA dv, +Aduc dv, .
E dx dx? 4 dx dx | dx i
21 oo o dve dvy o (dv Y dvg o dve (v, Y
dx dx dx dx dx dx dx
Luego si consideramos que los desplazamientos de imperfeccibn son muy
pequefios podemos despreciar el dltimo término en la expresion de la energia de

deformacion que contiene términos cuadraticos en las imperfecciones, quedando
finalmente la energia de deformacién como:

U=

2
du, ) . (d?v, A(dv. )" ., du,(dv, Y (46)
A +1 += +A +
E dx dx? 4\ dx dx | dx
U :E 5 dx
L

+2Aduc dv, dv, FA dv, | dv,

dx dx dx dx dx
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La imposicién de rotaciones moderadas con la que se dedujo esta expresion de la
energia de deformacién se corresponde con la llamada’ teoria de laminas y vigas
abatidas o rebajadas (shallow shells) que permite expresar todas las variables
respecto de un plano muy cercano a la geometria curva del elemento estructural.

3. MATRIZ DE RIGIDEZ PARA VIGAS IMPERFECTAS

Existen en la literatura diversos elementos finitos para el analisis de vigas
curvas®®!%! siendo algunos® desarrollados especialmente para vigas abatidas.
Estos elementos que originalmente fueron desarrollados para analizar vigas curvas y
arcos podrian emplearse para analizar vigas imperfectas. Sin embargo, presentan
diferentes tipos de complejidades, como funciones de forma no convencionales o
requieren integracién numerica.

Luego el objetivo es desarrollar un elemento finito para vigas curvas pero con una
formulacion simplificada que sea apto para el analisis de vigas originalmente rectas
que presentan imperfecciones geométricas de pequefia magnitud. Para ello nos
basaremos en la expresion de la energia de deformacion para rotaciones moderadas
deducida previamente.

Consideremos un elemento finito de viga bidimensional con sus tres
configuraciones, la configuracién de referencia (“ficticia”), la configuracion inicial
(“imperfecta”) y la configuracion deformada (“equilibrada”) (Fig. 4).

Deformada

Imperfecta

Figura 4. Elemento finito de viga imperfecta.
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Hemos supuesto que la configuracion de referencia se encuentra representada
por una viga recta entre los extremos de la configuracion imperfecta inicial. A su vez
asumimos que la configuracién imperfecta se obtiene mediante giros nodales de
imperfeccion 6,6, usando las clasicas funciones de forma clbicas para vigas'?*3'*y

se consideran solo imperfecciones en la direccion transversal a la configuracion de
referencia, resultando

u,(x)=0 (47)
V. (X) =Ny 6, + Ny, 6,

Donde Ng son las funciones de forma para rotaciones

N =7 - 277 +7° )L (48)

Nz = 073 _’72)|—

Siendo 77 = x/L, donde L es la longitud de la viga en la configuracion inicial.

Luego asumiendo rotaciones moderadas es posible expresar los desplazamientos
uc(x), ve(X) de la configuracion deformada respecto de la inicial por las usuales

funciones de forma cubica en funcién de los desplazamientos nodales usi, v, &, Uy,
Vo, 6, relativos a la configuracion inicial como:

Uc(X) =Ny U +N, Uy (49)
Vo (X)=Ny;Vy +Ng 6, +N,, v, +Ng, 6,

Siendo las funciones de forma Ny, Ny

Nul =1_/7 Nu2 =n (50)
Nvl:l_3,72+2/73 Nv2=3,72_2/73

Observemos que las rotaciones nodales &, &, se miden desde la configuracion
inicial.

3.1 Calculo de la matriz de rigidez para una vigai mperfecta

Los coeficientes k; de la matriz de rigidez tangente K de un elemento finito con
desplazamientos nodales d; se obtienen derivando dos veces la energia de
deformacion respecto de los desplazamientos nodales™ como:

_ 9 (51)
" ad, ad,

Notemos que para sistemas conservativos la matriz de rigidez tangente es
siempre simétrica.

Pagina 14 de 20



Jomadas Argentinas W' Asociacion de Ingenieros
deINENIeria 171519 septiemere 2014 1 BUENOS AIRES /IJ Estructiurclos RS
ESJ[I'UCJ[UI’al L] —/RGENTINA

Ordenando los desplazamientos nodales de deformacion en un vector d como:
d={d, d, d, d, ds do}' ={u, v, 6 u, v, 6} (52)

Sustituyendo los desplazamientos uc(x), vc(X) de las ecuaciones (49) y los
desplazamientos de imperfeccién de las ecuaciones (47) en la expresion (46) de la
energia de deformacion esta queda expresada en términos de los desplazamientos
nodales.

Debemos resaltar que para el calculo de esta integral hemos utilizado software de
algebra simbdlica (Matlab) lo mismo para el calculo de los coeficientes de la matriz
de rigidez tangente K de la viga imperfecta que se puede expresar como:

K =K_ +Ky +K™ +Km™ (53)

Donde K, representa la parte lineal o constante de la matriz de rigidez que

coincide con la matriz de rigidez de un elemento recto y considerando pequefios
desplazamientos, K, representa la parte no lineal o dependiente de los

desplazamientos nodales, K™ representa la parte lineal del aporte de las

imperfecciones y K™ representa la parte no lineal del aporte de imperfecciones.

12,13

La matriz K_ es la clasica matriz de rigidez para vigas ", que se expresa como:

[c1 0 0 -c1 0 0] (54)
c5 c4 0 -c5 c4
c3 0 -c4 c2

K. =
cl 0 0
c5 -c4
c3

Donde los coeficientes c1 a c5 valen
01:E 02=2E c3:4E c4:6E—2I 05=12E—3I (55)
L L L L L

La matriz Ky, Se puede expresar como

[0 c12 ci11 0 -cl12 cl0] (56)
c9 c¢c8 -cl12 -c9 cla
c7 -cl1 -c8 c6

0 cl2 -cl0
c9 -cl4
cl3
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Donde los coeficientes c6 a c13 valen

2

c6= "0 -u,) + 2E AL, -v,)(6,+6)-E L (362 - 466, +360)
2E A 9E A 3EA

ST (Ul—u2)+ﬁ(vl—v2)2+ (Vl v2)(6, -6)
# 501262 -366, +62)
EA 27EA 2, 9EA

08: u -u + —(V, =V +—(V, -V 0
1oL MU g e MV g (V)
3EA(92+299 - 6?)

_6EA 108E A 27TEA

09= L r (U )+ T (V) R (Vo) (64 6)

,9EA
——(6; +6)

" 7oL
EA EA

Clo_lOL( _V1)+7(91_492)
EA

cll= 9 -40
10|_( V) + ( 1)
6E A

c12=2EAw, ~v))-EA g +6,
2EA 9E A 3EA

cl3=—— 15 (Uz—u1)+ﬁ(v1_vz)2_W(W_Vz)(gz_‘gl)
EAL _399 +92)
" 140
EA 27EA 2, 9EA

C14_ u -u + —(V, =V +—(V, -V 9
1oL M T gz VimVa) g T VL) 6
3EA 2 +26,6, - 62)

La matriz de imperfecciones lineales K™ se puede expresar como

[0 -c15 c16 0 «c15 «cl17]
0 0 «ci15 0 0
0 -cl6 0 0

K™ =
0 -c15 -cl7
0 0
0
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Donde los coeficientes cl15 a cl7 dependen de los desplazamientos de
imperfeccién y valen

EA . - EA -~ .~ EA - - (59)
cl5=——(6,+86 cle=——(6,-46 cl7=——(6,-486.
oL G+ o) 20 (=48 20 (648
La matriz de imperfecciones no lineales K* se puede expresar como
0 0 00 0 0] (60)
cl8 ¢19 0 c20 «c21
Kimp = c22 0 -cl9 «c23
N 0 0 0
-c20 -c21
i c24 |

Donde los coeficientes ¢c18 a c24 dependen de los desplazamientos de
imperfecciéon y de los desplazamientos nodales y valen

c18 = 9 (99 99)+275ELf(v1 v,)(6,+8,) (61)

3EA[- = - = 9E A —
Clg:m[(gz -6,)6, +(6, +‘91)‘92]+T(V1_V2)91

czo=2375EL2A( v.)(@, +6,) - 9EA(99 +6,8,)

B3EA[s . avs (s 5va]. 9EA -
c21=>" 26,468, + @ -0)6]+ =L v, -v.)6,

029 = EAL
140

= = = .z 3EA = =

[(2451 - 362)91 + (292 - 351)82] + m(vz _Vl)(el - 82)
EAL[ .5 - -~ - 3EA = =

c23= m[(zez - 351)91 + (281 - 362)82] + m(vl —V2)(92 +81)

EAL[,5 45 Y SEA g -6
c24 = m[(2.91 -36,)6, + (246, - 391)92] + W(Vl —V,)(6, - 6,)

3.2 Matriz de rigidez para estructuras imperfectas

Consideremos una estructura metalica de barras rectas modelada con elementos
finitos y supongamos que conocemos la distribuciéon de imperfecciones (Fig. 5a).
Siguiendo las normas*® podemos efectuar un modelado directo de dichas
imperfecciones y calcular la estructura imperfecta mediante un andlisis no lineal bajo
cargas mayoradas.

En general, la imperfeccidon corresponde a una deformada de la estructura
perfecta, usualmente asociada al primer modo de pandeo®’. Luego esta imperfeccién
se puede modelar directamente desplazando los nodos de la estructura perfecta
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utilizados para generar la deformada (Fig. 5b).

-
|
|
|
|
|
|
|

|
Imperfeccion
aproximada
|

imperfeckion
¢ [ ]

perfecta

I
|
|
|
|
|
I
|
|
l
()
A
L]

§>- e e mmmemmmm e

Y

Figura 5. Modelado directo de imperfecciones.

Sin embargo, la estructura imperfecta es curva y es conveniente representar su
geometria de forma detallada mediante elementos finitos imperfectos a partir de los
desplazamientos nodales de imperfeccion u,v, ¢ .

A

y —

Referencia

Imperfecta

c

Y,

Figura 6. Elemento finito imperfecto.

Luego asumiendo que las rotaciones de imperfeccion 4,6, son muy pequeiias
pueden aproximarse como:
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6,~tan 8, =tan (4, - ) =W (62)
0, =tan 8, =tan (g, - ) :m

Siendo

tan B = (v, -v;)cosa - (u, -u, )sena (63)

L, +(u, -u; )cosa +(v, -V, )sena

con

Lo = \/(Y2 - Y1)2 + (Xz - Xl)z Ccos g = % senag = % (64)

8. CONCLUSIONES

La formulaciébn aqui propuesta puede representar mas adecuadamente el
comportamiento de estructuras imperfectas que utilizando la formulacion
convencional que aproxima la geometria con segmentos rectos.

Si bien la formulacién presentada esta orientada a vigas cuya geometria inicial
curva proviene de imperfecciones se puede aplicar'® a vigas con forma de arco u
otras geometrias curvas.

Se debe resaltar que si bien se analizan vigas de eje curvo, como son las vigas
imperfectas, no se ha utilizado ninguna teoria particular para elementos curvos,
simplemente se ha establecido que la curvatura inicial proviene de deformar un
elemento inicialmente recto utilizando las mismas funciones de forma que para los
desplazamientos. Esto es lo que usualmente se conoce como formulacion
isoparamétrica '3, sin embargo a diferencia de esta formulacién se han simplificado
las integrales para efectuarlas sobre las configuraciones de referencia sin necesidad
de utilizar integracién numérica **.

Se ha limitado la aplicacion a rotaciones moderadas, una hipétesis usual para las
estructuras civiles, sin embargo es posible extender la formulacion para considerar
grandes rotaciones, como en el caso de mecanismos, donde si bien hay grandes
rotaciones de cuerpo rigido las deformaciones se mantienen pequefias. Para ello se
puede considerar una formulacién corrotacional ** basada en las mismas hipétesis
agui adoptadas.
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