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RESUMEN

El uso de vigas en celosia o con presillas se encuentra muy difundido entre las
estructuras metélicas para cubrir grandes luces. En general, estas vigas estan
compuestas por una gran cantidad de barras que se modelan por elementos finitos
considerando cada barra de manera individual lo que lleva a resolver sistemas con un
gran numero de ecuaciones.

A los efectos de predimensionamiento o para verificaciones sencillas es conveniente
contar con una solucién analitica simplificada que permita tratar a la viga como un
continuo. Para ello adoptamos las hipétesis de una gran cantidad de presillas y es
posible encontrar mediante técnicas variacionales una formulacién aproximada
continua para la deformada de la viga.

El objetivo de este trabajo es presentar la matriz de rigidez para un elemento finito de
viga empresillada considerando la influencia de las deformaciones por corte. Este
elemento puede incorporarse en un programa de elementos finitos y también puede
utilizarse para obtener soluciones aproximadas en pérticos. Se presentan resultados
comparando con el modelado completo por elementos finitos que muestran una
excelente aproximacion.

ABSTRACT

The use of lattice or battened beams is very extended in steel structures to cover large
spaces. In general, these beams are composed by a large number of bars that are
modelled by finite elements which give systems with a large number of equations.

In the previous stages of design or to do simple verifications is convenient to have a
simplified analytical solution to assimilate the lattice beam to an equivalent solid beam.
To do this we assume a large number of a repeated pattern of bars and using
variational techniques it is possible to find an approximated continuous formulation for
the displacements of the beam.

The purpose of this work is to obtain the stiffness matrix for a battened beam. These
finite elements can be used to be incorporated into a finite element program and also
to obtain approximate solutions in frames. Results are shown and comparisons are
made with the finite element solution that show a very good approximation.
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Las estructuras en celosia (conocidas en inglés como lattice structures) tienen gran
aplicacion entre las estructuras metalicas para cubrir grandes luces sin apoyos
intermedios. Ademas, su bajo peso y facilidad de plegado y montaje las hace ideales
para aplicaciones aeroespaciales lo que intensificd su estudio en esta area a partir de
1970 (Noor, 1988). También se utilizan en estructuras de soporte de antenas
(Guzman, 2014; Martin, 2017) y actualmente en el disefio de nuevos materiales (Helou
& Kara, 2018) cuya microestructura exhibe un patron repetitivo de barras
interconectadas. En la figura 1 se muestran algunos modelos usuales.

ANTECEDENTES

Empresillada

Pratt

Howe

Warren
Figura 1. Modelos usuales de vigas en celosia.

En lineas generales (Noor, 1988) existen cuatro métodos para analizar estructuras en
celosia: 1) método directo, 2) métodos de campo discreto, 3) métodos de estructuras
periodicas y 4) analogia de medio continuo.

En el método directo la estructura es analizada por elementos finitos y se modela cada
barra individualmente. En los métodos de campo discreto se asume que la estructura
tiene una cierta regularidad y se plantean ecuaciones de equilibrio o energia en un
nodo tipico de la viga mediante diferencias finitas o usando series de Taylor para llegar
a un sistema de ecuaciones diferenciales. En los métodos de estructuras periddicas
se combinan elementos finitos con matrices de transferencia para reducir los grados
de libertad involucrados, aunque la solucion es puramente numérica. Finalmente
usando la analogia del medio continuo se reemplaza a la viga en celosia por un
modelo continuo equivalente.

Entre las referencias locales podemos mencionar a (Filipich & Bambill, 2003; Filipich
y col., 2010; Guzman y col., 2019; Guzman, 2014; Martin, 2017; Maurizi y col.,2004),
donde se analizan varias estructuras en celosia, en particular, aplicadas a mastiles de
antenas.

Previamente, en la referencia (Jouglard & Peker, 2019), se analizaron vigas
empresilladas utilizando un método de campo discreto para obtener un sistema de
ecuaciones diferenciales equivalente cuya solucion fue obtenida analiticamente y se
obtuvieron buenas aproximaciones a la matriz de rigidez. Sin embargo, no se
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considerd la distorsion producida por las deformaciones de corte, que resultan
importantes para el caso de presillas muy rigidas.

Esto se mejoro en la referencia (Jouglard, 2020), donde se dedujeron las ecuaciones
diferenciales equivalentes considerando la distorsion por corte y se obtuvieron buenas
aproximaciones para la matriz de rigidez y los desplazamientos verticales y rotaciones.
En dicho trabajo se utiliz6 el método de Rayleigh-Ritz (Rektorys, 1980) con
aproximaciones polinomiales de los desplazamientos, aunque se consideré una
variacion lineal para los desplazamientos horizontales que como se demostrara en
este trabajo, es insuficiente para obtener una buena aproximaciéon de los
desplazamientos y esfuerzos axiales de la viga empresillada.

OBJETIVOS

Usualmente el modelado de las vigas en celosia y las estructuras formadas por estas
piezas se realiza por elementos finitos utilizando un elemento por barra lo que lleva a
considerar un gran numero de grados de libertad. Esto hace, que el analisis de estas
estructuras sea costoso computacionalmente, especialmente si el analisis es no lineal,
como recomiendan las normativas actuales. Luego resulta conveniente sustituir a la
viga en celosia por una viga maciza equivalente para disminuir los grados de libertad.

El comportamiento de una viga en celosia es bastante similar al de una viga maciza,
aunque presenta una mayor deformacion por corte debido a la flexibilidad de las
celosias.

Una primera simplificacion podria consistir en aproximar la viga en celosia por una
viga maciza con la misma inercia y area, pero esto ignora la deformacion por corte. Si
se considera una como una viga con deformacién por corte la aproximacion no es
buena pues el comportamiento es diferente como veremos en los ejemplos.

Luego el objetivo de este trabajo es obtener una matriz de rigidez para una viga
empresillada considerando la deformacién por corte. Deduciremos una forma
aproximada de la energia de deformacion que serd utilizada para obtener los
desplazamientos de largueros y presillas que seran asumidos polinomiales. Luego a
partir de la energia de deformacion y los desplazamientos propuestos podremos
obtener la matriz de rigidez equivalente que nos permitira modelar el comportamiento
de la viga empresillada con sélo seis grados de libertad.

DEFINICION DEL MODELO

Consideremos una viga empresillada compuesta por dos barras longitudinales
(largueros) de longitud L y presillas verticales de altura h separadas uniformemente
una distancia d. Ademas, consideramos que los dos largueros son iguales y tienen
area A e inercia Ji.. Las presillas tienen area Ap e inercia Jp. Los largueros tienen
modulo de elasticidad E, y las presillas Ep.

Definimos un sistema de coordenadas local x, y con origen a mitad de la altura 'y sobre
el borde izquierdo. Las uniones internas se asumen rigidas y por lo tanto durante la
deformacion un nodo k de la viga se desplaza con traslaciones uk, vk, segin X, y y



’
o 4 # 26° Jornadas Argentinas
o de Ingenieria Estructural
EDICION VIRTUAL . 2021

4 ‘ i

sufre una rotacion 6k en el plano.

Llamaremos usk, Vsk, ©sk a los desplazamientos nodales del nodo k del larguero
superior y Uik, Vik, ©si para el nodo k del larguero inferior (ver figura 2).

Th_q Osk f Lk szsk Tr+1 Al; Jl N

NI ¥
. Y Usk
r’ <. Ap ) Jp . h
0.,
Y ik Uik Al JE
f > } R
AN ~
Y Uik d

Figura 2. Sector de viga empresillada

Si conociéramos todos los desplazamientos nodales podriamos obtener el estado
tensional y de deformaciones de cada barra de la viga empresillada. Asumiremos que
es posible aproximar los desplazamientos y giros de cada nodo mediante funciones
continuas us(x), vs(x), ©s(x) para el larguero superior y ui(x), vi(x), 6i(x) para el larguero
inferior.

Luego podemos aproximar los desplazamientos nodales como

Ugpe & Ug(Ty) W A~ w;lzy)
1)

Vel R -1;5(:6;@) Uik ~ 'Uz'(ffk)

951}- ~ 95 (Ik) st ~ Qi(mk)

Si los largueros son suficientemente flexibles se puede producir un efecto de
deformacion por distorsion, como se muestra en la figura 3. Este efecto es equivalente
al de deformacion por corte en vigas macizas y se manifiesta por la aparicion de una
rotacion adicional por corte.

Tr—1 Lk Lr41  Lk42
d d d

Vg1

Figura 3. Efecto de distorsion
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Si analizamos el giro en un nodo deformado del larguero superior podemos distinguir
tres angulos (figura 4): 1) 6s que es el giro efectivo del nodo en el plano del nodo, 2)
®s que es el giro por flexion y 3) ws que es el giro por distorsion o corte.

\\-
\ T'bs s = dx

1 .: T :|

=

Figura 4. Giros por flexién y corte

El &ngulo 6:s es el giro efectivo del nodo y seria el angulo que se obtiene si hiciéramos
un analisis por elementos finitos de la viga empresillada.

El angulo @s es el angulo entre la horizontal y la tangente de los desplazamientos
transversales vs(x). Para desplazamientos pequefios, dicho angulo se puede asimilar
a la derivada, esto es

dug
T dr @)

Ps

El &ngulo de distorsion s seria equivalente a la distorsion por corte en una viga
maciza y se obtiene por diferencia como

.- dv
Ys = -
' dx

Os 3)
Notemos que la funcién vs(x) no representa los desplazamientos del larguero, sino los
desplazamientos de los nodos.

ENERGIA DE DEFORMACION

La energia de deformacién de un sistema se compone de la suma de las energias de
sus partes deformables. Por lo tanto, para una viga empresillada su energia de
deformacion U estara compuesta por las energias de deformacion Us y Ui de los
largueros superior e inferior y por la energia de deformacion Up de las presillas:

U=U,+U;+U, (4)

donde estas energias se obtendran sumando las energias de deformacion de cada
barra y asumiremos que cada barra es esbelta, esto es, se pueden despreciar las
deformaciones por corte en cada barra, y ademas consideraremos todas las uniones
rigidas.
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Energia de deformacidén de las presillas

La energia de deformacioén de las presillas se puede calcular a partir de su matriz de
rigidez como barra maciza (Cook, 2001) y de los desplazamientos extremos. Para la
k-ésima presilla en la posicion xx los desplazamientos extremos son los mostrados en

la figura 5.

4—
E, A lph

t

v

L O
(—b Uik

v Vik

Figura 5. Desplazamientos extremos en presilla

Luego usando la matriz local de rigidez la energia de esta presilla es

_ E,A, . , G6FE,J 6E,.J
Upk = ; h E(var, — va)? + h};' = (g, — Usk)z + }_; E(uie — ) (O + )
Q'EPJP 2 2 (5)
+ = ((0)® + Oarb + (6a1)°)
1
Notando que los giros nodales se pueden expresar como
O = Vo — Vs Oi = Vi — Vi (6)
Luego la energia de deformacion de la k-ésima presilla queda
E A . 6FE,.J :
U, — PP_U%_ — v, 2_'_ PPUZ_ — g 2
k= 57 (Vik — Vsk) e (Wi — sk ) o
6E,.J . ,.
f—; (Ui — ) (1’;;@ + Vg — Yak — 'l.i’ék)
2F,J o | | | L
+ T (e = k) + (g = ) (v — o) + (o — )
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La energia de deformacién para todas las presillas sera la suma de las energias de
cada presilla y asumiendo que hay una gran cantidad de presillas y que la distancia d
es pequeiia con respecto a la longitud L tenemos:

. . 1 b
[xp = Z prk ~ E A [fpk(;r)dg; (8)
. .

Aproximando los desplazamientos nodales por funciones continuas (ec. (1)) tenemos

U :] {EA (b —'Us)2—|— GEpJp(ui_us)2
0

! 2dh WTE
GEPJP . " (9)
(s = us) (Vv = s = )
QEPJP / 2 A
2Eudy (4 g+ 0 )] )+ (] )

Energia de deformacién de los largueros

La energia de deformacién de los largueros se puede calcular de manera similar.
Considerando el sector de larguero superior ubicado entre los nodos Xk y Xk+1 los
desplazamientos extremos son los mostrados en la figura 6.

E,AJLd
/_\ usk t /\ ‘usk+1

-
>

j Jesk l l Jes'kﬂ

sk Vik+1

4

Figura 6. Desplazamientos extremos de larguero

Luego la energia de deformacion de este sector de larguero es

EA, 6E,J,

{-"rsk = 2d {?-':'sk+l ufsk) + 43 (Lsk - 'L'.‘!=|ic+1)2
6F;.J
(f; E {'E-]s.k - 'E-]sk+l}{§sk + 9.?k+l) (10)
2E,] ‘
+ = ((0)2 + Outbuierr + (0541)%)

{

Notemos que ahora, a diferencia de las presillas, participan desplazamientos y giros
asociados a dos nodos, Xk Y Xk+1, luego si asumimos que la distancia d entre presillas
es muy pequefia podemos usar series de Taylor para aproximar los desplazamientos
Y Qiros en X+1 a partir de los desplazamientos y giros en xk como
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Ughg1 A~ Ugp + Uspd
2
~ ! . 1.”' -
Ush+1 R Usk + Vg,d + Vg (11)
/ ~ s "
Usk+1 =~ Usk + 115!{'([
Wskt1 = Vsk

Donde hemos asumido que los desplazamientos de un nodo del larguero superior
varian como en una viga maciza sometida a esfuerzos constantes (Wang y col., 2002).

Sustituyendo los giros nodales en funcién de la distorsion por corte, ec. (6), y
reemplazando los desplazamiento y giros nodales en xx+1 llegamos a

_— E)A, EJd, |, 2B 0 10
sk ~ 2d 9 (.b‘sk (J(Lsk‘) )
La energia de deformacién para todo el larguero sera la suma de las energias de cada
sector de larguero y asumiendo que hay una gran cantidad de sectores y que la
distancia d es pequefia con respecto a la longitud total L tenemos:

(12)

{"{L;kd)g + )2 +

. . 1 e (13)
(}'5 = Z [J'Sk ~ E /0 L"Sk(i-')dx
% .

Aproximando los desplazamientos nodales por funciones continuas (ec. (1)) tenemos

. LYEA, o By, 0 6EJ (14)
De manera analoga para el larguero inferior su energia de deformacion es
L1 EA; . E,J; s 6E;J, , .- (15)
Ui = | [0 { 5 (u;)® + T{?’?)z T (¢:)?| da

TRABAJO DE LAS FUERZAS GENERALIZADAS EN APOYOS

Consideramos gue la viga esta descargada en el tramo y solo esta sometida a fuerzas
generalizadas en los apoyos donde se asume que los bordes se mueven como cuerpo
rigido con dos traslaciones y una rotacion que referiremos al punto medio de cada
extremo.
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Llamaremos A1,A2,A3 a las traslaciones segun X,y y al giro en el apoyo izquierdo. Y
A4,A5,A6 a los mismos desplazamientos y giros en el apoyo derecho (figura 7).

En correspondencia con los desplazamientos generalizados de cada extremo
tendremos esfuerzos generalizados actuantes S; asociados a cada desplazamiento
generalizado Ai (figura 7).

S. A e A

3 3 -
%Sl’ A, S, A,

VS, A, VS, A

Figura 7. Desplazamientos y esfuerzos generalizados en extremos

El trabajo Ws de las fuerzas generalizadas en los extremos es simplemente el
producto de cada fuerza generalizada Sj por su desplazamiento generalizado A..

II"S = Z SEAE = SIA1 —+ Szlz + Sgﬂg + 8434 + SSAS —+ SF)AG (16)

APROXIMACION DE LA DEFORMADA

Debemos encontrar las aproximaciones us(X), Vs(x), 6s(x) y ui(x), vi(x), 6i(x) para los
desplazamientos y giros nodales que se producen cuando la viga empresillada esta
sometida a desplazamientos generalizados Ai en sus extremos.

Usaremos el método de Rayleigh-Ritz (Rektorys, 1980) para obtener estas
aproximaciones. En este método, aplicable a sistemas conservativos 0 sea que
posean energia potencial, se proponen funciones con constantes libres a determinar
para las funciones a aproximar. Usualmente se utilizan polinomios y las funciones
propuestas para desplazamientos y giros son:

Us(n) = 1

i(n) = e

us(n) = (cs + con + can’) L a7
ui(n) = (7 + csn + can’) L

vs(n) = (co + c1om + cun® + c1on’) L

v;(n) = (13 + cuan + cisn® + eign° ) L

siendo la variable n = x/L.
Notemos que se ha asumido un valor constante para las deformaciones por corte ys,
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Yi. Esto es compatible con la teoria de Timoshenko para vigas macizas deformables
por corte y sin carga en el tramo (Wang y col., 2000) y es la aproximacion mas basica
para la distorsion por corte.

Ademas, hemos adoptado una variacion cuadratica para los desplazamientos
horizontales us,ui y una variacion cubica para los desplazamientos verticales vs,Vi.
Estas variaciones dan la solucion exacta si los largueros estan descargados y las
presillas tienen rigidez despreciable.

Las aproximaciones propuestas deben cumplir las condiciones esenciales de contorno
(Rektorys, 1980).

Condiciones esenciales de contorno

Como hemos asumido que los apoyos de la viga empresillada son rigidos entonces
podemos relacionar los desplazamientos v, u, ¢ de los largueros en los extremos con
los desplazamientos generalizados A..

h/2

h/2

Figura 8. Desplazamientos y rotaciones en extremo izquierdo.

Asumiendo que las rotaciones generalizadas sean muy pequefias, podemos
establecer las siguientes relaciones para los desplazamientos de los extremos del
larguero superior

! h
'ILS():A1+A3% Ul :A4+A53

vso = Ay vsr, = As (18)
Yoo = Vo — Ay Ve, = vy, — Qg
y para los extremos del larguero inferior
Uin = Ny — Az ]—21 wir, = Ny — Aﬁ%
vio = Ay vip = Ag (19)

i ! / by = ot — /
Wi = '[Iio — AS Vi = i"i'L Aﬁ
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Deformada para desplazamientos generalizados impuestos en extremos

Imponiendo las condiciones de contorno a las aproximaciones (17) obtenemos las
siguientes funciones de desplazamientos nodales para el larguero superior

] By, ,
us(n) = (D1 + Doz ) (1 =) + (D4 + A ) () + s’ — )L

(20)
A1 a2 o3y 002 | 3V L A_(2.2 o3
vs(n) = Ao(1 — 30" +2n°) + AsL(n— 20" +n°) + As(3n° — 2n°)
+ AgL(* —n?) + e1(n— 392 +2°)L
L's(n) =
y para el larguero inferior
h h 2 _
uwi(n) = (Ar — Agg)u —n)+ (Mg Aﬁi)(n) +es(n?—n)L e

vi(n) = Aol =30 +20°) + AgL(n — 217° + 1) + A5 (37 — 21°)
+ AgL(i = 0°) + e2(n — 30 + 2L
vi(n) = e
Notemos que tenemos 4 constantes libres a determinar c1,c2,C3,Ca.

Determinacion de las constantes libres

La energia potencial total del sistema V se compone de la suma de las energias de
deformacion menos el trabajo de las fuerzas conservativas

Viei) = Upla) + Us(ci) + Uilc) — Ws (22)

El método de Rayleigh-Ritz se basa en minimizar la energia potencial respecto de las
constantes libres c;. Para ello debemos igualar a cero a las derivadas de la energia
potencial total respecto de cada constante libre c;

ov.

aCf_ N
Esto nos d4 un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas. Resolviendo
dicho sistema (Jouglard, 2021) obtenemos

0 (23)

€] =cy = — [(Aa + As)+ —(Ay — AS)} (24)

C3 = —C4 = +G’2{(Aﬁ + Ag) + —(Ay — As)}

o o

donde las constantes a1,a2 valen
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(l) 58y + 389 + 12
ap == (

2/ (581 +12)(r? + 1) + 3s
187"2 (25)
g = - VD) — 5
(581 + 12)(r{ + 1) + 359
donde los coeficientes adimensionales s1,S2,r1,r2 valen
EgAghSd L
S1 = T 772 T = —
E,J,L d (26)
. Agh2 ro — E
Sg = JE 2 dg

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA VIGA EMPRESILLADA

La matriz de rigidez K relaciona los desplazamientos generalizados con las fuerzas
generalizadas en extremos como

K-A=S (27)

donde S es el vector de esfuerzos generalizados
T
sS'={s S S5 Si S5 S (28)
y A es el vector de desplazamientos generalizados en extremos
T T
AT={A; Ay Ay Ay A5 Ag) (29)
y los elementos de la matriz de rigidez vienen dados por las derivadas

o*U o*U

Y0 = SAOR, T ONOA,

kji (30)

Resultando en la siguiente matriz simétrica

o S - (31)
0 ks ks 0 kyy ks
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Siendo los coeficientes de rigidez

ki1 = —ku = ku = QEELII

C8E,J, , 21EJ,  SEA
TSl 3T s M T T3p ™

koo = —kas = ks

AE,J, , 12EJ;  4EA ,
kos = kog = —kas = —kse = =ah 3 + 72 4t 303 (32)
2B, . L , 2E;J; B AR?
kay = kgg = —L L2 | 5
33 66 TR - 7 (Bag + 1)+ oL °
2FE J L . 2F;.J, E, A h?
kap — pUp~ 2 g, — 1 144 __
7 A A O A

donde los coeficientes adimensionales az,a4,05,06 SON

L
ag = 3(1 — 2aq) — 2 (]—) ay
h,

2

ay = (1—20)? +J£Q:% (L)

d (33)

2
a;:4(%) 02+ 3

L 2
C}:ﬁ:—L(E) Q

y los coeficientes a1,a2 vienen dados por la ecuacion (25).

(Wh]

[ ]

EJEMPLOS NUMERICOS

Se ha tomado para el analisis una viga empresillada de una longitud L = 8 m, con una
altura h = 1 m y una separacién de presillas d = 0,5 m. Esta viga se ha modelado por
elementos finitos con el programa Abaqus considerando un elemento finito por presilla
y por cada sector de larguero resultando en una malla de 34 nodos o sea 102 grados
de libertad, considerando dos desplazamientos y una rotacién por nodo.

Dado que el comportamiento varia sensiblemente segun la relacion de rigideces entre
largueros y presillas consideraremos tres combinaciones posibles de rigideces: 1)
largueros mucho mas rigidos que las presillas, 2) largueros de igual seccion que las
presillas y 3) largueros mucho mas flexibles que las presillas.

Para el caso de largueros muy rigidos se han considerado los largueros constituidos
de barras cilindricas de 4 in de diametro (radio = 50.8 mm) y presillas, también
constituidos de barras cilindricas, de 1/2 in de diametro (radio= 6.35 mm).

Para el caso de largueros y presillas con igual secciébn se han considerado los
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largueros y las presillas ambos constituidos de barras cilindricas de 4 in de didametro.

Para el caso de largueros flexibles se han invertido los diametros considerando los
largueros constituidos de barras cilindricas de 1/2 in de diametro (radio = 6.35 mm) y
presillas constituidas de barras cilindricas de 4 in de diametro (radio= 50.8 mm).

Se considera a la viga descargada en el tramo y empotrada en el extremo derecho
sometida a un desplazamiento vertical unitario en el extremo izquierdo. Esto es, con
un desplazamiento generalizado A2 = 1 y el resto nulo.

En la figura 9 se muestra la deformada de la viga empresillada con largueros rigidos
cuya deformada se asemeja bastante a la cubica de una viga maciza.

Figura 9. Deformada de la viga empresillada con largueros rigidos

En la figura 10 se muestra la deformada de la viga empresillada con largueros
flexibles. Notemos que las presillas practicamente no se deforman en comparacién a
los sectores de largueros y ademas, permanecen verticales, adoptando la forma tipica
de una viga deformada predominantemente por corte.

Figura 10. Deformada de la viga empresillada con largueros flexibles

En las figuras 11, 12 y 13 se muestran los desplazamientos verticales de los nodos
del larguero superior comparados con los obtenidos con la solucién polinomial
propuesta aqui para los distintos tipos de rigideces.

Notemos que cuando los largueros son rigidos los desplazamientos nodales verticales
son similares a la clasica deformada cubica de vigas macizas, pero a medida que los
largueros se van haciendo mas flexibles los desplazamientos verticales se van
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tornando lineales.
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Figura 11. Desplazamiento nodal vertical para largueros rigidos
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Figura 12. Desplazamiento nodal vertical para largueros y presillas iguales

1,20

@ Desp. Vertical Nodal FEM

=
=}
=]

Desp. Vertical Nodal Propuesto

2
o0
[l

o
B
o

Desplazamiento vertical [mm]
o
D
o

o
[}
o

Largueros FLEXIBLES (A2=1)

o
=)
S

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00
n=x/L

Figura 13. Desplazamiento nodal vertical para largueros flexibles

En las figuras 14, 15 y 16 se muestran los giros efectivos de los nodos del larguero
superior comparados con los obtenidos con la solucion polinomial propuesta aqui para
los distintos tipos de rigideces.
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Figura 14. Giro nodal para largueros rigidos
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Figura 16. Giro nodal para largueros flexibles

Notemos que para largueros muy flexibles (presillas rigidas) las rotaciones nodales
son practicamente nulas. Ademas, se tiene una muy buena aproximacion a los giros
nodales en los casos extremos de largueros muy rigidos o muy flexibles, sin embargo,
para casos intermedios, con rigideces similares entre largueros y presillas, la
aproximacion a los giros nodales no es tan buena. Esto es debido a que para esta
combinacion de rigideces la aproximacion constante supuesta para la distorsion
cortante no se verifica, como se mostrara a continuacion.
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En las figuras 17, 18 y 19 se muestra las distorsiones por corte “real” de los nodos del

larguero superior comparadas con la distorsidbn constante propuesta aqui para los
distintos tipos de rigideces.
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Figura 17. Distorsion nodal para largueros rigidos
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Figura 18. Distorsién nodal para largueros y presillas iguales
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Figura 19. Distorsion nodal para largueros flexibles

Para el calculo de la distorsion “real” se ajusté la deformada nodal vertical vs con un
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polinomio cubico y luego se calculd la rotacion por flexiébn derivando este polinomio.
Notemos que las diferencias mayores se producen en los extremos.

En las figuras 20, 21 y 22 se muestran los momentos flectores en el larguero superior
comparados con los obtenidos con las aproximaciones polinomiales propuestas aqui
para los distintos tipos de rigideces.
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Figura 20. Desplazamiento nodal vertical para largueros rigidos
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Figura 21. Desplazamiento nodal vertical para largueros y presillas iguales
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Figura 22. Desplazamiento nodal vertical para largueros flexibles

@

Notemos la buena aproximacién en todos los casos, produciéndose el mayor error en
el caso de intermedio de largueros y presillas iguales donde en las proximidades de
los apoyos el error relativo es del orden del 15 %.

CONCLUSIONES

Se ha mostrado la deduccion de la matriz de rigidez equivalente para una viga
empresillada que tiene seis grados de libertad. La mayoria de los programas
comerciales requieren modelar cada barra de manera individual.

Se podria pensar en sustituir a la viga empresillada por una viga maciza equivalente
pero independientemente de las aproximaciones utilizadas siempre se obtendran
diagramas de esfuerzos suaves y continuos cuando esto solo es valido para largueros
muy rigidos ya que para largueros flexibles (o presillas rigidas) los diagramas de
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momentos son discontinuos, como se ve en las figuras 21y 22.

Notemos que se consiguen reducciones muy importantes en los grados de libertad, 6
para la matriz presentada contra 102 grados de libertad para los ejemplos de
elementos finitos mostrados. Esto es importante porque los tiempos de solucion son,
en general, mas que proporcionales a los grados de libertad (Jennings, 1977). Esta
diferencia es mas notable para problemas no lineales donde deben resolverse
reiteradas veces sistemas de ecuaciones del tamafio de los grados de libertad.

En los resultados mostrados de momentos el mayor error relativo es del orden del
15% que, si bien parece algo grande, debe tenerse en cuenta que el objetivo aqui es
utilizar la matriz de rigidez equivalente para disefios iniciales o verificaciones sencillas
gue puedan implementarse incluso en una planilla de calculo.

Este error se produce por adoptar una distorsién por corte constante cuando en
realidad presenta variaciones importantes cerca de los extremos. Esto puede
mejorarse de elevando el grado del polinomio usado para representar las distorsiones,
aunque una evaluaciéon preliminar indica que deberian usarse polinomios de sexto
grado, lo que trae aparejado una complejidad algebraica importante. Otra posibilidad,
seria obtener la solucion analitica de la ecuacién diferencial del problema como se
hizo en la referencia (Jouglard y Peker, 2019).
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