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RESUMEN

Este trabajo presenta una herramienta computacional para la verificacion y disefio de
secciones de hormigén armado sometidas a flexion biaxial y carga axial. La metodologia se
basa en la integracion numérica de las ecuaciones de equilibrio mediante los métodos de fajas
y la cuadratura de Gauss-Legendre, asumiendo la hipotesis de Navier-Bernoulli y las leyes
constitutivas de normativas internacionales como el Eurocodigo. La herramienta desarrollada
en Python y Fortran permite la construccion de diagramas de interaccion 2D y 3D y el célculo
del ratio de capacidad (CR) para evaluar la seguridad de las secciones ante un conjunto dado
de cargas externas, en tiempos reducidos. El médulo de disefo identifica patrones de armado
factibles que cumplen con las cuantias y separaciones normativas y son oOptimos. La
validacion del software se realizd mediante la comparacion con soluciones analiticas,
ejemplos de la literatura y resultados de herramientas comerciales como ETABS y CYPECAD,
demostrando precision en los resultados obtenidos.

ABSTRACT

This work presents a computational tool for the verification and design of reinforced concrete
sections subjected to axial load and biaxial bending. The methodology is based on the
numerical integration of the equilibrium equations using the fiber method and Gauss-Legendre
quadrature, assuming the Navier-Bernoulli hypothesis and constitutive laws from international
codes such as Eurocode. The tool, developed in Python and Fortran, enables the construction
of 2D and 3D interaction diagrams and the calculation of the capacity ratio (CR) to evaluate
section safety under a given set of external loads with reduced processing times. The design
module identifies feasible reinforcement patterns complying with code-defined ratios and
spacing requirements. The validation was conducted comparing with analytical solutions,
literature examples, and commercial software such as ETABS and CYPECAD results
demonstrating high precision.
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Introduccion

En este trabajo se presenta una metodologia para verificaciéon y disefio de secciones
de hormigén armado sometidas a fuerzas axiales y momentos. En esta seccion se
presenta una breve revision bibliografica destacando los métodos y abordajes mas
relevantes publicados en revistas cientificas arbitradas en las ultimas décadas. En
las secciones posteriores se presentan los aspectos mas relevantes de la metodolo-
gia utilizada por la herramienta desarrollada y en las dos ultimas secciones se pre-
sentan los resultados obtenidos y conclusiones, respectivamente.

Los primeros trabajos de aplicacion de métodos numéricos a la verificacion y disefio
de secciones de hormigén armado pueden ser encontrados a finales de los anos 90.
En [1] se presenta uno de los primeros métodos para analisis seccional no lineal, uti-
lizando una estrategia semi-analitica, iterativa. Aflos mas tarde en [2] se presenta un
meétodo analitico para construir de forma aproximada la superficie de falla para sec-
ciones rectangulares sometidas a flexion biaxial. Luego, en [3, 4] se presenta una
comparativa de métodos de calculo analiticos y numéricos para la integracion o veri-
ficacion de secciones sometidas a momentos biaxiales. Se consideran expresiones
constitutivas parabola-rectangulo basadas en Eurocddigo 2004. Se consideran sec-
ciones circular y rectangular con flexion biaxial. Se consideran métodos numéricos
basados en integracion numeérica por puntos de Gauss, con fajas e integracion utili-
zando teorema de Gauss.

En [5] se presenta una metodologia para analisis seccional basada en el uso de ex-
presiones analiticas de inercias, asumiendo una expresion de tension cubica. En [6]
se presenta un método numerico para analisis seccional basado en la matriz tan-
gente secante, y apropiado para secciones compuestas.

En [7] se presentan resultados experimentales obtenidos para columnas de hormi-
gon armado de esbeltez no elevada sometido a momentos biaxiales. Luego en [8] se
presenta una metodologia numérica para disefio 6ptimo de secciones circulares o
rectangulares sometidas a esfuerzos biaxiales, tomando como parametro fijo la posi-
cion de los hierros cuya area se desea determinar de forma 6ptima. Posteriormente
se continuaron presentando mejoras de los métodos de verificacién, como por ejem-
plo, en [9], donde se presenta un método de verificacion para secciones pretensadas
o en [10] donde se presenta un métodos mas general para secciones compuestas
con geometrias de mayor complejidad.

Por ultimo se menciona que en trabajos mas recientes se han introducido técnicas
sobre disefio, por ejemplo en [11] se aplica una formulacién de optimizacion al di-
seno de secciones, aunque valida unicamente para flexion simple. Yendo hacia pro-
blemas de disefio mas realistas, tenemos la revision de [12] donde se destacan los
algoritmos genéticos, y mas recientemente, orientados hacia el proyecto ejecutivo,
en [13] se presenta un método de disefio con detalle de armado, con aplicacion a vi-
gas continuas.

Los trabajos de Bonet y Pallarés, entre otros, demuestran la robustez de los méto-
dos numéricos y semi-analiticos, lo que justifica la estrategia de verificacion basada
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en la integracion numeérica del equilibrio que se considerara para el desarrollo de la
herramienta presentada en este trabajo.

Metodologia de verificacion y diseio

Se propone una metodologia inspirada en la utilizada en [8], con modificaciones asu-
miendo deformaciones y tensiones positivas a traccion y otras convenciones de
signo usuales.

Se asume la hipétesis de Navier-Bernoulli, por lo que la deformacion axial (y, z) en
un punto cualquiera de coordenadas (y, z) de la seccion transversal, adoptando el
criterio de signos de traccién positiva, se expresa como:

ey, z) =g tzxy, — Yz

donde ¢, es la deformacion axial en el origen de coordenadas, y, es la curvatura al-

rededor del eje y y x, es la curvatura alrededor del eje z. Esta relacion puede expre-
sarse en notacion matricial como:

e(y,z) =g +c'p

donde ¢ = [y, z]” es el vector de coordenadas y p = [—)(Z, )(y]T es el vector perpendi-
cular al vector de curvatura x. La ecuacion de la linea neutra, definida como el lugar
geométrico de los puntos con deformacién nula (¢(y, z) = 0), queda determinada por:

& +2zxy —yx; =0.

En la Figura 1 se muestra la seccion con la linea neutra correspondiente y en gris el
area comprimida. Para resolver los problemas con momento biaxial se considera un
sistema de coordenadas ', z' tal que

e(y,z") = g0 + ')y,

en la figura se identifica el angulo a que forma el eje y' con el y que es el mismo que
forma el vector de la curvatura con el eje y. En el sistema rotado, la curvatura tiene
solamente la componente y,,. El cambio de coordenadas puede ser realizado apli-
cando

[y’] _ [ cos(a) sin(a) [y]

71 |=sin(a) cos(a)]” Lz

coord(v) B T= 37(1) B coord(v) g

La expresion de las deformaciones puede ser escrita en funcién de la posicién de la linea
neutra y la curvatura. Primero se obtiene ¢, considerando que la deformacion es nula en la
linea neutra:

€ = _Z,LNXyH
y sustituyendo en la expresion de e(y’, z') se tiene la expresion buscada:

e(y,z) = (2 - Z,LN)XyI-
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Figura 1: Esquema de seccion y ejes coordenados

Como ecuaciones constitutivas para el hormigdn se considera la formula del Eurocé-
digo dada por:

0 si >0
0. (e) = 1000. f.q.€.(250. e+ 1) si €€ [—¢gy,0]
¢ B _fcd Si S [_ScuZ: _562]

donde ¢., = 2%o Y £.42 = 3%0. Mientras que para el acero se tiene que la tensién de
limite elastico es ¢, = 2.17%o y por lo tanto la ecuacion esta dada por

E ¢ si |e] < 2,17%o
05(€) =1 fya - Signo(e) si|el = 2,17%o

En ambos casos se tiene una ecuacion unidimensional y es por ello que es util utili-
zar un sistema de coordenadas en el que la deformacion axial pueda ser escrito en
funcién de una variable z'.

Las ecuaciones de equilibrio establecen la equivalencia entre las tensiones internas
generadas por las deformaciones y los esfuerzos externos aplicados. Considerando
la contribucion del hormigon y del acero, las solicitaciones internas se calculan inte-
grando las tensiones sobre el area de la seccion. Por ejemplo en el caso de la di-
recta se tiene:

N
Nint = j O¢ (g(y, Z)) dA + Z Os (8(ys,inzs,i)) As,i
Ac i=1

donde A, es el area comprimida de la seccién, o, es la funcion de la tension en el
hormigon para una deformacion dada, n; es el numero de barras de acero, A;; es el
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area de la barra i-ésima, a; es la funcion de la tensién en el acero para una deforma-
cion dada, (ys,l-, zs,i) son las coordenadas de la barra i-ésima.

Las integrales pueden ser planteadas tanto en coordenadas y,z como en las coorde-
nadas y’, z' presentadas arriba. Ademas la transformacién que lleva de una a otra es
una rotacién y por tanto el determinante del jacobiano del cambio de variable es 1.
Aplicando el cambio de variables se tiene:

Nlnt_-f;1 O-C(S(y Z))dA+ZUS (ySl'ZSl))A

e

Dado que (', z"), es una funcién que no depende de y' la integral se puede escribir
como:

ZILN Y'max(z") ls
Nipt = f f O¢ (S(y',Z )) dy'dz' + z Og (S(y’s,i:zls,i ) As,i-
z i=1

I'maxcomp ¥ ¥'min(Z')

por lo tanto

Nine = f O¢ (e(y Z)) (y max(Z) len(z ))dZ +ZUS (YSUZ sz)) Ag

"maxcomp
ancho vanable

De forma anéloga, se puede obtener las expresiones para los momentos flectores
segun y'":

ZILN
Myr,int = f O¢ (S(y', Z,)) z' (y,max ) - y’min(zl))dzl
z

"'maxcomp
ng
+ Z O (g(y’s,ir Z,s,i)) As,i Z,s,i'
i=1
y segun z':
ZILN A n2 _ A n2
Y'max(2") Y'min(2)
Mzr,int = _f O¢ (E(y,» Z,)) 2 dz'
ZI'maxcomp
ns
- Z O (g(y’s,ir Z,s,i)) As,i y,s,i-
i=1

Por ultimo aplicando el cambio de variable nuevamente, se tiene los momentos en
coordenadas yz.

|=7[i]

M,,
Las integrales de superficie extendidas al area de hormigon se evaluan numérica-
mente de dos formas: utilizando fajas y cuadratura de Gauss-Legendre. En ambos

casos se formula el problema como una integracién unidimensional a lo largo del eje
z' (perpendicular a la linea neutra) y se calcula la integral.

[
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La integral de una funciéon genérica f(z") en el dominio [—h'/2,h'/2] se aproxima
como:

hr/2

g
, , hl hl
f(Z)dz z; E ka(?fk)
—hi/2 k=1

donde h' es la altura de la seccion proyectada en la direccion z', n, es el nimero de
puntos de integracion, y (¢, w;) son los puntos y pesos de la cuadratura de Gauss-
Legendre en el intervalo [—1,1]. En el caso del método de fajas, simplemente se di-
vide el dominio en un numero dado de puntos a evaluar y sumar al estilo suma de
Riemann.

Las solicitaciones internas debidas al hormigdn se calculan entonces como:

! !

NS
N =

ng ng
Nie = Z wy o.(e(z'y)) b(2'x) M3, ine = Z wy 0c(e(z'1)) b(2') 2y,
k=1 k=1

h ;. . ‘g
donde z'}, = ;’Ek es la coordenada del k-ésimo punto de integracién y b(z';) es el
ancho de la seccioén a esa altura, medido paralelamente al eje y'.

Tanto para la verificacion como para el disefio se debera construir el diagrama de in-
teraccion de la seccion. Este diagrama, representa el conjunto de puntos del espacio
de fuerzas, para los cuales la seccidn esta en su limite en términos de resistencia de
acuerdo con la norma correspondiente. Para la verificacion la herramienta desarro-
llada realiza el calculo del ratio de capacidad (CR), el cual es un indicador escalar
que permite evaluar la seguridad de una seccion de hormigdn armado sometida a
una combinacion de carga axial y momentos flectores. Se define como el factor p por
el cual deben multiplicarse las solicitaciones externas f,,; para alcanzar el estado li-
mite ultimo sobre la superficie de interaccion. El CR puede ser representado como:

_ " fext "

P e |

Existen distintos criterios para hallar el estado limite ultimo correspondiente a cada
fuerza externa, en este trabajo se considera la continuacién del vector de fuerza ex-
terna, hasta intersectar la superficie de falla. Si p < 1, la seccién dispone de capaci-
dad suficiente; en caso contrario, la seccion es insuficiente.

Para obtener el punto de interseccién se itera en los puntos del diagrama de interac-
cion buscando aquel mas cercano al punto de interseccidén mencionado anterior-
mente.

El método de disefio propuesto consiste de forma en:

1. crear una lista de todos los posibles patrones de armadura compatibles con
restricciones dadas por la normativa (cuantias maxima y minima, separacio-
nes de hierros, etc). Para esto se parte de la lista de diametros de hierros po-
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sibles, y se itera en las posibles ubicaciones de estos hierros en cada posi-
cion del patrén de armadura (esquinas, armaduras inferior/superior, armadura
izquierda/derecha).

2. ordenar esos patrones de armadura de acuerdo con algun criterio de prefe-
rencia, de mas a menos favorable, por ejemplo ordenarlos de menor a mayor
area total de acero

3. iterar en esa lista de patrones de armadura comenzando por la mas favorable
(por ejemplo la de menor area), calculando los ratios de capacidad para cada
uno de los patrones de armadura, se avanza en la lista hasta llegar a un cierto
numero dado de armaduras que verifiquen (por ejemplo 10). Si se recorre
toda la lista sin encontrar ninguna que verifique entonces no existe disefio po-
sible para esa seccion y cargas.

4. En el caso de haber encontrado un conjunto de armaduras factibles que verifi-
quen se elige una automaticamente (por ejemplo la que tenga menor area) y
se puede opcionalmente mostrar también al usuario las otras opciones facti-
bles consideradas en esa lista. Los criterios para elegir la mejor armadura
pueden ser modificados por el usuario modificando factores en el codigo, para
considerar también de forma ponderada cantidad de hierros o diferencias de
diametros.

Implementacion

La implementacion de la metodologia propuesta se realizé a través de una libreria
de Python. La libreria esta basada en el paradigma de orientacion a objetos y per-
mite al usuario definir distintas opciones de ejecucién, como por ejemplo el método
de integracién numérica (fajas o puntos de gauss). Las funciones de verificacion o
calculo de ratio de capacidad fueron implementadas también en Fortran con el obje-
tivo de aumentar la velocidad de ejecucion.

Para la integracién numérica usando puntos de Gaus se tomo por defecto 40 puntos
en base a los resultados provistos por Bonet [3], con un error inferior al 2% y para el
método de fajas se toma por defecto 1000 puntos.

Resultados de ejemplos de verificacion

En esta seccidn se presentan los resultados obtenidos al resolver ejemplos de
prueba para validar algunas capacidades de la herramienta. Para la verificacion de
las soluciones se toman secciones de ejemplos de literatura y/o se comparan resul-
tados con software de diseiio como CYPECAD o ETABS.
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Ejemplo 1: Diagrama de interaccion de seccidn rectangular con momento en
un eje

En este ejemplo se considera una seccién de hormigén: H35, forma rectangular con
altura 0.7 m, ancho 0.3 m, recubrimiento 0.05 m, f,; = 500 X 10° Pa, area de arma-
dura 4, tal que: Afy,q/w = 5200 x 10* N/m, colocada a nivel inferior y superior.

En la Figura 2 se muestra la salida grafica al ejecutar el ejemplo a la cual se le agre-
gan puntos de verificacién en rojo del Validacion contra [14], pagina 570, y valores
calculados de forma analitica (simbdlica) en verde. Respecto a la integracion se uti-
liza el método de fajas. Las lineas punteadas rojas definen cambios de dominio en el
diagrama de deformaciones. Se verifica el resultado numérico contra los 6 puntos
del grafico de Jimenez Montoya.

1e6 N = M Interaction Diagram
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T"‘a === Zone Change Line
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Figura 2: Validacion de diagrama de interaccion de ejemplo 1
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Ejemplo 2: Verificacidén de seccion circular con momento en un eje

Este ejemplo es similar al anterior, con mismo tipo de hormigon y acero, conside-
rando una seccion circular, de diametro 0.5 m. Se consideran 6 pares de fuerza-mo-
mento, indicados en triangulos azules en las figuras. Para la armadura se consideran
dos casos: un caso sin armadura y otro caso con 6 barras ¢ 20. En la Figuras 3 se
muestran el caso con y sin armadura a la izquierda y derecha, respectivamente.

Se puede observar que en el caso sin armadura no se verifica, lo cual esta indicado con una
cruz roja, mientras que en el caso con armadura todas las fuerzas externas son verificadas y
tienen un correspondiente punto verde en la curva del diagrama de interaccién.

16 Interaction Diagram with ext forces (blue), int forces (green if ok - red if not) 16 Interaction Diagram with ext forces (blue), int forces (green if ok - red if not)

Axial Force ()

Axial Force (N)

50000 100000 150000 200000 0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
Moment (1) Moment (M)

Figura 3: Diagramas de interaccion

Ejemplo 3: Verificacion de seccion rectangular contra ETABS

En este ejemplo se resuelve un problema con los parametros de un ejemplo de la
documentacion del software ETABS. El problema considera una seccion rectangular
de 550 mm de altura y 350 mm de ancho y 60 mm de recubrimiento mecanico. La
seccion es sometida a una fuerza de compresion de 2374 kN y un momento de 593
kKNm. El hormigdn tiene modulo E =25 Gpay fx = 30 MPa y f,, = 460 MPa. La
seccion tiene armadura de 5 barras ¢ 25 tanto como armadura inferior como supe-
rior.

En la documentacion del software ETABS se indica un CR 0.993 mientras que el co-
digo desarrollado obtiene CR 0.983. Por otra parte, la herramienta provee la imagen
del analisis seccional mostrada en la Figura 4.
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Sectional Analysis - Capacity Ratio: 0.973
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Figura 4: analisis seccional obtenido para seccion de ejemplo 3.

En este caso también se aplica el método de disefio automatizado, obteniendo el ar-
mado de 5 ¢ 25 en zona superior e inferior. En este caso el disefio es realizado
usando tanto la implementacién en Python como en Fortran, verificando en ambos el
resultado y logrando una reduccion de tiempo considerable al usar Fortran.

Ejemplo 4: Verificacidn de seccion rectangular con momento biaxial

En este ejemplo se considera un problema de una de las comprobaciones de la
herramienta CYPECAD (Forjado 3 (6-9 m)), con una seccion cuadrada de 40x40 cm
y recubrimiento geométrico de 3 cm, 8 varillas 20 en total y materiales con f,;, =

25 MPa y fy, = 400 MPa. Se considera una fuerza de compresion de 144 kN y
momentos 22.35 kNm y 102.44 KNm y se obtiene el grafico mostrado en la Figura 5
donde las curvas azules forman la superficie de falla 3D y el punto rojo indica la
fuerza externa.
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Figura 5: diagrama de interaccion 3D de ejemplo 4.

Conclusiones y trabajos futuros

En este trabajo se presentd la metodologia y validacion de una herramienta para
verificacion de secciones. Se resuelven algunos problemas comparando los
resultados de la herramienta con soluciones de la literatura o provistas por
herramientas comerciales reconocidas. Los resultados muestran que la herramienta
logra resolver problemas con precision en todos los casos resueltos. La migracion a
Fortran permitié acelerar la ejecucion de la herramienta. La herramienta esta en etapa
inicial de desarrollo y cuenta con limitaciones como por ejemplo el hecho de no poder
ser aplicada directamente a hormigon pretensado, a pesar de esto, el hecho de ser de
cbdigo abierto permite a los proyectictas continuar su desarrollo sin limitaciones dadas
por terceros.
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Como mejoras a realizar a futuro se incluye la generalizacion de los parametros de
disefio o la extension para secciones no rectangulares o circulares. La herramienta
desarrollada promete ser un insumo valioso en el disefio de flujos de trabajo
automatizado en verificacion o disefio estructural.
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